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1b

1c

2a

2b

2c

3a

3b

4a

4b
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5b
5c
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V=) =BxfT =L 2x=x en [N =[5l =T =L 3P - Laf o
[X]_[ x" ]| ”XII]. Xﬂl :Xﬂ—l

nl n-(n-1)-(n-2)-.. n-(n-1)-(n-2)-.. - (n-1)-(n-2)-...-.1  (n-1)1"
[e*]' —[1+x+)§|+x +)f“+...] :O+1+X+)§|+’§I+ e*. Dus f(x)=e* geeft f'(x)=¢e*

F(x) =sin(x) = £(0) =sin(0) = 0.

f(x)=sin(x) = f'(x) = cos(x) = ' (0) = cos(0) = 1.
F'(x)=cos(x)= "(x)=-sin(x) = £”(0) = —sin(0) = 0.

f7(x) =-sin(x) = F”(x)=—-cos(x) = F”(0) = —cos(0) =
f7(x)=-cos(x)= F"(x)= sm(x) = f””(O) sm(O) O enzovoor"r

Dus sin(x):0+1~x+0~?—1 +O +1 +O 1-);—7'+...:X—X—+X——X—+X——X—+...

g(x)=cos(x)= g(0)=cos(0) = 1.

g(x) =cos(x)= g'(x)=-sin(x) = g'(0)=-sin(0)=0.

g'(x)=-sin(x) = g"(x) =-cos(x) = g”(0) =-cos(0) =-1.
g’ (x)=-cos(x) = g”(x)=sin(x)= g”(0)=sin(0) =0.

7, 717 77

9" (x)=sin(x)= g”7"(x) = cos(x):>g (O) cos(O) 1 enzovoort.
Dus cos(x)=1+0-x-1.% +O +1 +O —1~?+0~? o=l X X X X,

21 7 41 6l T 8l 10!
, . , 5 7 9 11 , 2 4 6 8 10
F(x)=[sin(x)]' =[x - X~ +%—%+%—’f—“+...] = —"2’—!+%—%+%—W+...:cos(x):g(x).
, . 4 6 8 10 , 3 5 7 9
g'(x)=[cos(x)] :[1—)5—! T!_%'F%_ﬁ'“'] =—X+%—%+ T T
3 5 7 9
=—(x -+ X X1 X ) =—sin(x) =—F(x).

Voor een complex getal kennen we al de notatie z = a + b/ waarbij a =Re(z) en b =Im(z)
en ook de notatie z = r(cos(¢) + / sin(¢)) waarbij r =|z| en ¢ = arg(z).

«a=Re(z)=1 ni ., Ze7 (1 3mL )
cb= Im(z) ~1,732 (je herkent v/3 ~ 1,732)} =26 =143, [T1i1 Pidesenesi
=|z|=

ini O\ 1 fot 5
cp- ar‘g(z) 60° = 77[ md}:>223 =2(cos(60°) +/sin(60°)).

De GR geeﬁ- rreal (Fe™ Ol 8mi 00
1
« a=Re(z)=2,598 (herken je 15 \/—7) e 11 3415/, imagcscriioce et ShaTetse c 1/ o _ _
e bh=T 15 F] e L1 /EmL ) .
m(z) 1.5 8| 2. 59887e211+1, Si

3
abs(Se"(l/Sm))S real de™0l - Emi )

=|z| = 1 . . S4@3s
4 (=3 = 3(c0s(30°) + /sin(30°)). u 1/2003)
7z ra .

° 9= ar‘g(z) 30°= . BecBz54n3E

e~ 1+X+X +X +X +X +X +X + ... geeft (vervang x door ix)

i Ry
IR WO INC NN

=1+ix + 5 +,.3§Y!3 +,-4‘i‘]4 +,»5é\gs +,»6é\16 +/77X|7 +. —1+/X—2—T—7+/\;‘: +/g| _%T_,,;I L
cos(x) = 1_7’“){: 6' teoen "Sin(X):/( 3| 57 5| 7| +.. /;\/—')3(7+”5(*|"”7(*|+
Dit geeft cos(x)+/sin(x) =1+ —);—T_%+XT‘;+%_%_ ,)7(|7 v =™ (ieda),
45" :4(COS(%7[)+/SM(%7Z')):4(%\/5_*_%/\/5):2\/54_2/\/5.

J3- eé”" =\/§(cos(%7r)+/sin(%7z)) = \/5(%\5 +%/’) =%+%/\/§.

™ = cos(z)+isin(r)=-1+0-7/ =-1.

ngle e =5

?SSSBSIGﬂ Sl manese| [EMOleCIIZI+L0
5

.
\1+/’\:\/12+12:\/5enArg(1+/'):%ﬂ:1+/=\/§-e4m.

| [nsn 5235387756

. 1666666667

-5/ =5 en Arg(-5) = 7 = -5 = 5™
n ArskFrac

‘\/§+/‘=\/\/— +12 =J4=2enArg(\3+/)= 7[2\/—4-/—2667”. " 16
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Be’ =5el’ = 5(cos(l) +/sin(1)) ~ 2,70 + 4,21/.

X ~dcosE3E)
—4e% = _4(cos(3) +/sin(3)) ~ 3,96 - 0,56/. S 0 T—
. , i SE44888322| 1o i 1Y
we™ = re™V = z(cos(~1) +/sin(-1)) = 1,70 - 2,64/’. [ 2-543533064

15+ 2/ =52 + 22 = /29 en Arg(5+2/) =~ 0,38 = 5+2/ ~/29 - 938/

n:u.'. lamaleiS+2iy
SHIHEETY ]

i 2 2 _ N . 2,03, -unn:- TE[I ar‘lgleé éSg}tiS?SG
[-1+2/ =y(-1)? +22 =B en Arg(-1+2/)~2,03= -1+2/ =5 - e H o121 S5 aaze
. BEERTF123E

‘\/§+/\/§‘ :\/x/iz +\/§2 =5 en Arg(x2 +/\/3)= 0,89 =2 +//3 =5 2089 g

e*+e ™ _ cos(x)+/sin(x)+ cos(—x)+7sin(-x) _ cos(x)+7sin(x)+ cos(x)—7sin(x) _ 2cos(x) - cos(x).
2 - 2 - 2
e* _e* _ cos(x)+/sin(x)— cos(—x)—/sin(—x) _ cos(x)+7sin(x)— cos(x)+/sin(x) 2/ sm(x) = sin(x)
2/ - 2/ - 2/ -2 T '
, aletl-Z7i7 1-ZirFola
1-2/] =12 +(-2)? =5 en Arg(1 -2/) ~-1,107 =1-2/ =5 - 1107/ ::5*:1 1Grida71e H?e}\é 1. 1671457,

TG B 2BEIET 117-44i

N 6
1-2i° =(x/§~e’1'107"") =(\/5)6-(e’1'107"") :(5)3-(e’6'643’) 125. ¢ 06437 I 5o omneguae 1980t - sa706a..
anglel[1-Zi 176 ‘

—. EDOVEE9938

De formule van de Moivre is: (cos(x)+ /sin(x))” = cos(nx) + 7 sin(nx).

6 6
Dus volgens deze formule is: 20~ (\/5 . 6_1'107"") = (\/5)6 -(2_1'107"") =125-(cos(-1,107...) + /'sin(—1,107...))6
=125-(cos(6--1,107...) +/sin(6 - —1,107...)) = 125 - (cos(6,643) + / sin(6,643)).

absCCl-ia"ED

—1z/ 6 —Lz 6 6- —771'/ 3z angleifé;ié%ggéz?
1-/=V2.e#" = (1-/) :(\/E-e 4 ) =23.¢ =8e 2" ofsez ) Finsn 5
. .

1,/ g 1 g loiv—dgi
1+/=v2- e en3+3/=3J2-¢ *" = (1+/)-(3-3/)=~2 4" .3J2.¢ 4" =6.e4"' " 7 ~6.e9-6-1=6.

1_.
1.7 1 ; 37 1o 1/ 1./
44+4/3-86" en3—/=2e ¢ 3% \/_3=L1_=4e37” 7 _ 427
J3 -7/ — i
2e ©

. 4 .
545/ =50 4" = (5+5/)* =(J5_0~e%’”) =502 .e" =2500--1=-2500.

L .
23 +2/ = 45™ en2-2//3 = 43" (2J§+2/).(2—2/J§)=4e€”’.4e*€”’:1653”’.

—Lm' 1.
_1.; 1 2 6" )2 -3 _1.
33 -3/ =6e ¢ en23+2i=4des™ = GBI _(6e ¥ Y _3ee S _ g7
23 +27 Ly L
4eb 4eb
andlel2+31 2
) 5 ) ) Hn5*5.982?93?232
2+3i =+/13 - £0.983../ :(2+3/)5=(\/13.e°'983---') =132 V13- &9V 2169 VI3 . 71377, || " a.513388615
. |BE+15E -1, 369216691
(1+47)-(4=7)=4—i+16/ -4/2 =8+15/ =17 - £X08 | ", 289| {7271 bodsong..

andle( (2-00 002+

B oS R PPl
~ 1. BEEE39861 -1. 653937559

ar
; 2. 4EEE18916e (-
2+ J5 J5

4 \/5(3_1-’“3”,\4*015 u " C2-D0 2024 POl u
. - ] CE=-i 3 EIH TP A i -
(3-/V3) =144 ¢ 2097 Naaenc-2.m34395.. Tar veere o 1oe" L. 65393

i L11.8033983e (-,

2-5/ _ 29 165/ _29 5 165/ :%\/ﬁe*“’, andle(S+15i)

3 2 E3 2 075 _ ~0,75/ (2137 303+ 0P [nglertIehiond
(2-7)°-(3+/)° =+/6" J10° - e =505 - 07 :?p N I e
4 ' . , Zi3E3
(W+5)* _ V28* 1,42/ _ 26-26 142/ _1351 142 . 135.2

a-2i2  J5° 5 5 : .

. . . 1 . . 1 .
e%m+\/§+/'\/§=e%m +2e%m =1e4" +2e%m =3e4™
1. PR gy 1. 1 1.
1+/\3-e3" =2e3" — 3" = 23" —1e3" =37,
5./ 1 1 1 1 1
(23 -2/ -10e3™ =(4e” ¢ )2 —10e” 3" =16 3" ~10e" 3" =6e 3"

_ 26571’/

1.
W+ _ (2e5™ ) _ge'e”

4™ 4™ T 4e™
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14a z,=n . ry(cos(g,) +7sin(e))) = |z, =n,
z=r,-e% =r, (cos(@,) +7sin(@,)) =|z,| = r,. Dus |zy|-|z,| =, (1)
z,-2, =r(cos(p,) +7sin(e,)) - r,(cos(e,) +/sin(e,))
=y, (cos(p,) +7sin(@,)) - (cos(e,) + 7 sin(g,))
= ryry (cos(p, + @,)+7sin(p, + ¢,)) Dus |z, - z,|=rr, (2. Uit 1) en ) volgt |z, z,|=|z,| |z,].

/(” (”1
14b Zi_ne’ _n e _n e-e) :Q~(c05((p1 +,)+/sin(p, +¢,)). Dus CATREA R
Z, /‘2-61(02 ra e(D r; r; 2l 12
Ook geldt: |z,|=r; en |z,| =r,. Dus ‘ il L @). Uit ) en () volg‘r ‘z“ )
| 2‘ ’"2 2 ‘22‘
15a ( ) = e = cos(ny) + i sin(ng).
( ) (cos(p)+1/ sm(go)) = cos(ng) + 7 sin(ng) en dat is de stelling van De Moivre.
15b e = cos(@) + 7 sin(@) = cos(p) — 7 sin(@) = cos(—¢) + 7 sin(—g) = ~?.
16a 73 = -8 heeft drie oplossingen, dus je kunt —8 noteren met drie argumenten die telkens 2z verschillen.
‘23‘ =|-8 =8en Arg(z3) = Arg(-8) = 7.
3 3

=8(cos(7) +7sin(r)) v 23 = 8(cos(37)+/sin(37)) v z°=8(cos(5x)+/sin(5x)).
16b z= g/g(cos(% )+ /'sin(% ﬂ')) v o Z= §/§(cos(ﬂ') +7sin(r)) v z= §/_(cos(% )+ /'sin(% 72'))
z:2(%+%/\/§):1+/\/§ v z=2(-140-/)=-2 v z= 2(% é'\/_):l—/'x/?

Dus z

170 z2=-4j=4g k2T 17¢ 3 07 _p7ek 2

7= 26—%7{/’+k~7n’ 7= 3ek~%m’

z= 2e7%m v z= Ze%m. z=39=3 v z= Se%m v o z= 3e%m = 327%”’.
17b 22 9/ = 96%71'/'+k~2m' 17d 24 _ 81 8167”."'/('27”'

7-3e 47r/+k i 7= 3e4m+k 57l

: 3, 1, 3.7
7l - 27 137/ 127/
. z=324 v z=3e* v z=3e* v z=3e*

Ao

1 1.7 _
z=3e4 v z=3214m =3e

1., . .
18a (2_1)2_1 l/-\/—_egm+k 27i

7r/+k r i+ k-7i

=z=1+¢e¢

-+ 1Lz
z:1+e6 v z=1+e6

z=1+%x/§+§/ v z=1—§x/§—%/.
18b  (z+4/)%= —16 16e™ k-2

Lai+ k-1 7

z-1=

Z+4/=2e*

z=-4/ +2e4m+k 27

3. 1 3./
. - . S . 17/ . 127/
z=—4/+2e4 v z=-4/+2e* v z=-4/+2e4 v z=-4/+2e4

Z:—4l'+2(%\/§+%/'\/§) v ZZ—4/+2(-%\/§+%/\/§) v Z:—4/'+2(—%\/§—%/\/§) v z:—4/+2(%x/§—%/\/§)
Z:\/§+/'(—4+\/§) v z:—\/§+/(—4+\/§) v z:—\/§+/(—4—x/§) v z:x/§+/'(—4—x/§).

18c  (z-5)2=1-1iJF=g s K2 18d  72-6z+10=(z-32-9+10=/3
7 B T kT (z-32%=-1+/\3= 2gs™ Tk 2l
z-5/+e_%m.+k'”" z—3=x/§-e%m.+k'm':z=3+«/§-e%”'.+k'”"
7=5i+e ¢ « z=5it1ed" 7344267 \ z=34y2.6%"
225/4‘%\/5—%/ v z=5/- 1x/_+l/ z:3+x/§~(%+%/k/§) v z=3+42- % % )

z=13+4i/ v z-—f\/—+51 z=3+3V2+1i6 v z=3-1J2-1iVe.

2
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22 = 25/ = 25~ 27 k2Tl 19c  72-87--16+9/

7-5g a7tk Al 22 _87+16=9/

7=5¢ " z-Bei™ (z-4P=9i= g™ +h-2mi
22—/ =25 74 =3ea" KA
2z-i=5 v 2z-/i=-5 7= 4+3e47n+k i

2z = 5+/ v 2z=-5+7/ : .
zZ= 21 / v Z——Zl / Z:4+3e4 v z=4+3e4
2

4 Lixi+k-2ni z:4+3(%\/§+%/\/§) v z:4+3(—%
(4z-7) :2\/?+.2/\/§1:.4e4 z:4+1%\/§+1%/ 5 L z:4—1%\/§—1%
PRI O Y
4z:/~+\/§.e%m+k-%7r/

L oiv k- -1/

Z:%/'+%\/§.eléﬂl+k 27!
%/+%\/§-e1675/ v z:%/.ﬂ,-%\/i.elé’” v ZZ%/'+%x/§-e116m v Z=%/+%\/§~ellém
12 cos(m)+ (1 + 142 sin(k 7)) v z=1V2 cos(Z x)+(L+1V2 sin(Z 7))/ v
:%\/E~COS(1%7F)+(% %x/i-sin(lﬁn)),- v z:%*/E'C°5(1%”)+(%+%x/§-sin(l%zz))/.

V2 - /'\/5)

iN2.

z
z
z
7‘(O)=eo =1 f(l)zelze en f(-2)=e2=21

e’

De functie 7(z)=e? geeft voor elk reéel origineel een positief reéel beeld, dus
de functie f(z) = e? beeldt de reéle as af op de positieve reéle as.

‘f(% m’)‘ =|e?™

:‘cos(%zz)w’sin(%;z)‘:lenArg(f(%;r)):Arg(e“ ) Ar‘g(cos(47z)+/sm(47z)) %

‘f(% m’)‘ = e%m’ = ‘cos(% )+ /'sin(% 7[)‘ =len Ar‘g(f(% 71')) = Ar‘g(e%m.) = Ar‘g(cos(% )+ /'sin(% 7z)) = %7:.

2Lz

‘f(Z%m’)‘: e

‘cos(Z Lry+/sin@l ﬂ')‘ len Arg(f(Z 1 ﬂ'/)) Arg(e 247l )= Ar‘g(cos(Z Lzy+isin(@l ﬂ')) %

|F(ar)| = ‘e“’ =|cos(ar)+/'sin(ar) =1 en arg(e™) = arg(cos(a) + / sin(ar)) =
Dus de functie 7(z) = e? beeldt de imaginaire as af op de eenheidscirkel.

. . N N k
f(z+k-27r/')=ez+k'2”’ —pZ ghemi _ pz .(227;/) . 4 ~(eO’) . 4 .(20) —eZ K _p? 1=e7

Dus de functie 7#(z)=e? is periodiek.

In(e’?) = i geeft voor ¢ = 7 dat In(e™) = 7/, maar €™ =-1, want ‘e”’ =1len Arg(e™) =7 = In(e™) =In(-1) = 7/.

1= = &3 = n(=1) =In(e3") = 377.

F(7)=In() —In(e2 Y= 2”’

Noem z =a+bi dan F(z)=F(a+bi)=e D =g . b/ - ca (cos(b)+7sin(b)), met

7(2)| = ‘ez‘ =e? en Arg(f(z))=Arg(e®)=b.

Bij vaste a en variabele b krijg je dus de punten in het complexe getallen die op

afstand e van z =0 af liggen en waarbij de draaiingshoek 6 kan voorkomen.

Dus bij de functie 7(z)=e? is het beeld van z = a + /b met a vast de cirkel met middelpunt z =0 en straal e“.

Bij vaste a en vaste b is €9 (cos(b) +/sin(b)) een punt in het complexe vlak met

afstand e? van z =0 dragiingshoek b (rond z = 0) ten opzichte van de positieve reéle as.

Bij vaste b en variabele a krijg je dus de punten in het complexe getallen die alle

hetzelfde argument hebben, maar waarvan de afstanden e tot z =0 verschillen.

Deze punten vormen samen de halve lijn die een hoek van b6 radialen maakt met de positieve reéle as.
Dus bij de functie 7(z) =e? is het beeld van z = a + /b met b vast

de halve lijn die een hoek van b6 radialen maakt met de positieve reéle as.
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--------------------

Re(z)=1, dus z=1+bi = f(z)=e? =1t/ =gl . ¥

Het beeld van Re(z) =lis de cirkel meT mlddelpun'r z=0
en straal e! (=2,7), ofwel de cirkel met de vergelijking |z| = e.

5/ 5
Im(z)= 7r( 2,6), dusz a+2m:>f(z) e? =6 — a0 . g6

Het beeld van Im(z) =

5
6

ofwel de halve lijn met vergelijking Arg(z) =2

Arg(z) =27z 5

ﬂ' is de halve lijn vanaf z =0 die
een hoek van 27 radlalen maakt met de positieve reéle as,

2.718281828) |
2.617993878

is de
cirkel met middelpunt z =0 en straal e? (=7,4).

Het beeld van Re(z) =2 bij £(z)=e*

Het beeld van Im(z)=-2 bij f(z)=¢e” E_z 7. 389856099
heeft argument -2 radialen (= -115°) en van 43’:’:;2?4_ 91559
b8

Im(z)=4 heeft argument 4 radialen (= 229°).
Dus het beeld van het lijnstuk bestaat
uit de complexe geTallen z

229.1831181

S(2=2i 0
'3 834932321 B
i4 5298893830,

waarvoor |z| = €2 en —2 <arg(z) < 4.

HeT beeld van Im(z) lbIJ f(z) e?
bestaat uit de complexe getallen
met argument 1 radiaal (= -57°).

Het beeld van Re(z):—3 bij £(2)=e’Mre 3+

1 m#188
oF. 2957 79S1
a3
B49737EEEY
(2

7. SBIRSCE93

i)
82698886?8+ B4

( 0,05) en he’r beeld Acz

heeft modulus e~ E et anes. D

van Re(z) =2 heeft modulus e? (=7,4)
Dus het beeld van het lijnstuk bestaat
uit de complexe getallen z

3 <|z|<e? en Arg(z)=1.

£0)=e%=1, F(3)=¢3 en F(3))=e€¥
Het beeld van het lijnstuk met eindpunten z =0 en

waarvoor e

z =3 is dat deel van de reéle as tussen z =1 en z = &°.

Het beeld van het lijnstuk met eindpunten z =0 en

z =3/ is dat deel van de cirkel met middelpunt z=0 en
straal 1 dat bestaat uit de getallen z waarvoor 0 < Arg(z)<3.
Het beeld van het lijnstuk met eindpunten z =3 en

z =3/ is dat de kromme met beginpunt z = e3 en die verder
gaat door F(2+/)~3,99+6,22/ en F(1+2/)=-113+2,47/
en eindpunt 7(3/) =-0,99 + 0,14/.

4 6 8 10 e’

2 012

f(-e)=In(-e) =In(-1-e) =In(-1) +In(e) =In(e™ )+ 1 =1+ 7/ of In(-1-€) =In(e™ -&!) =In(e™ *1) =1+ 7/.
f(-€®) =In(-€®) =In(-1-€2) =In(e™ - &%) =In(e™ *2) =2 + 1.

F(ei) =In(ei) =In(e /) =In(e! - 2™ ) =In(e! 2™y =1+ L 2.

£B37)=In(37) = InG3 - /) =In(3) + In(7) = In(3) + In(e2™ ) = In(3) + L7

£(=3) =In(=3) =In(-1-3) =In(=1) + In(3) = In(e™) +In(3) = In(3) + 7/.

F(=27) =In(=2/) =In(2 - =) =In(2) +In(~/) = In(2) +In(e” %’”’) =In(2)- % 7.

F(2-20)=In2-2/) =In(2VZ - & ™) =In(@4/2) +In(e” *™) = In(2"2) +In(e ™ 4™) =1 1In(@) - L 7.
F(B=i)=In(B=/)=In(2-e”+™) = In(2) +In(e”+"') = In(2)~ L xi.

Fle+ei)=In(e +ei) = In(e(l+ 1) = In(e-~2e+™ ) = In(e) +In(22) + In(e+™) =1+ L In(2) + L .
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F(-eve) =In(-e'2) =In(-1-"2) =In(e™ - &'2) = In(e™ ") =11 + 7/,
F(=P7) = In(=247) = In(= = 17) = In(J7) = In(i%) = Lin(7) = L In(ez™) = L.

F(-1)=In(-1)=In(-1-e) =In(e™ &) =In(e™ 1) =1+ 7.

f(%/_)= (Lf) In(2)~In(/</7) = In(2) ~In(72) = In(2) - 3In(7) = In(2) ~ 3In(e*™ ) = In() -3 - L 7/
f(%)zn(%) In(2) - In(1 + /) =In(2) — In(v2 - 3™ ) = In(2) - In(22) - ln(e%’”')zln(Z)-
f(“/f): (1+ f) In(e)—In(l+ A3) =1-In(2 - €™ ) =1 - (In(2) +In(e™ )) = 1~ In(2) - In(e?

54/ 54
F(—B+)=In(—3+7)=In2-€6™ ) =In2) +In(et™ ) =In(2) + %ﬂ/- 6931471806
1. 1. SSET
N T Laiy_ 1 2.617993875
F(N3+)=In(3+7)=In@2-et™)=In2)+In(es™) In@)+ gz |ioen "0 0

£(7) =In(/) =In(e2™ ) =

%ﬂ'/’. (zie de eerste figuur hieronder)

B 1Zn
. 1.578796327

(€% (VB +)) =In(e? - (B +)) =In(e? - 2e5™) =In(e?) + In(2) +In(e™) = 2 +In(2) + S mi.
(€2 (B+0)=In(e?-(S3+1) =In(e? -2¢¢™) =In(e?) +In(2) +In(e5™) = 2 +In(2) + L /.

Y iy
g(e®)=In(e? - /) =In(e® - e2™ ) =In(e®) +In(e2™ ) =2+ 1 7.

=In(2) -3 7[/

lln(z) -im' :%In(Z)—%ﬂ/.

7y = 1—|n(2)—%7z/.

1. 5 Py _24 “ZoEm
h(i-(~B+0)=In(i-(~B+1) =In(2™ -2¢5™ ) =In(2) +In(e3™) = In(2) +In(e ™) =In@) 27/, | o 2-E94535102
In dit hoofdstuk beperken we ons tot — 7z < Im(7(z)) < 7. (zie bovenaan blz. 145) 2. 834395182
1o g 2.7 3. 141592654
A(i-(B+0))=In(/-(f3+7))=In(e?™ -2¢6™ ) =In@) +In(e*™ ) =In@)+ 57/, . m M
1. H H H
h(/~/):ln(/2):2ln(/):2|n(e2m):2~%m':m’. L 27c o !
A S 3
____________________ I M s \ T
27a | 27b S 2
________________ 7 SUSRRN SRR S g : g
H p *» / - 4 ..........
---------- s T | o
Do Laie : :  Re
. N n 2 1 0o 1t 2 3
N SRR N S S —
! ! ' Re . : 5
2 1 0 1 2 3 -2 -1 ; ; ;
AR S 77 (S S R
lp/ o 12 _1 . ; ;
i =Y =e?” =e 2", : / : :
2f _ lﬂ'l' 2/ _ 7[/'2 T e -3/ _________I __________________
i =(e? ) =e" =e ?;n 1 —i
L (eZ”’)'— e =72,
cos(x) = €7t = cos(/) = efie _etidt —elye 1 lie 1.1, e 1 ,.¢e
2 2 2 2 272 2 2 e"27 272
/'(lzr+/') —/(17r+/) 1z 1z 1 14 -2 l\/g 1, l\/—_l
1 N_ 6" " _et” e 67 e le6” pe 67 1 V345 e (3v3 2')_@ e3 (1 e
cos(gm+/) = 2 = 2 = 2 e T2 T2 =t Al
in(y=€ '-e’’ _el-e_1 1 _e_ 1 -i_e —i_—i_-ei__1; e;_(e_1);
SN ) = & =5 = % % T2 T T2 T2 2 - 2e’+2"(2 Ze)"
/1 i7r /| =/ 17[ /7 im— - lm lm’ - i7[/' ; 2 ;
COS(1”4_2/):6(3 2 G +2):e3 2, 3 +2:e’2~e3 te?e 3 :%+%/ 3+e(%—%/\/§):i & NePNE ;
3 2 2 2 2¢e? 422 4 4 4 )"
1 - (1 - 1_. 1 1 1 . _ .
Sin(iﬂ._3/'): el(z/[—3l)_e—l(zﬂ—3l) _ ezﬂl+3_27§ﬂ73 23 ezm -3 e—zn _ 53(%\/§+%/\/§)*6 3(%\/57%/\/5)
4 2/ 2/ 27
SR B Sl ) ey ) CEL (B2
= 27 = 2 t2e ez )



3la

32a
32b

33a

33c¢

34a

34b

34d

G&R viveD deel 3

C. vou Schwantzenbeng 7/2%

N2 2
cosz(/)+sin2(/’):(e/ /+26/ ) +(e /;_,/.e )

_1 2 _1 2
—|(e te| (e -e
SR

— e?+2+e° + e?-2+é°

31b

_el+2+e’-e?12-2 _ 4 1
4 4

12 Complexe getallen gebhuihen

sin(27) =2sin(/) cos(r)

;27

-/ 27 A -/ AN

e —-e —2.e '—e e '+e
2/ 27 2
e’zfezz el-e el+e
27 27 2
e?-_¢° =2. e?-¢é°
2/ 4/
el-e® _e?- &P
27 2/

13412 41-3=1+1+1-3=0.Dus x =1 is een oplossing van de vergelijking x3+x%4x-3=0.

(1+/V2)3 + (14 V22 + (—1+iN2) = 3= (—1+ iN2)(~1+ iN2)? + (-1 +/N2)? —~1+/2 -3

=(-1+/2)1-2iN2-2)+1-2/N2-2-1+/2-3
A2 +25N2 + 4212 +1°2N2 —2 -1

~ 472 147 16 =0 (intersect) = z = 4.

-3=-1+2+4+1-2-1-3=0. Klopt.

33b 23422 -12=0 (intersect) = z = 2.

Flatl Flokz Flots

RMERACCI I z-4/2°-422 +4z-16\ 2% +4 1B T4 2R-12 z-2/2° +2z-12\z2%+2z+6
= 23-4z _ ;.L‘:.:f' 23 -27° _
4z-16 272 +27-12
E%Eecimal I 4z-16 22°-4~z _
: ZSEgﬁggPd 0 Inkersection 6z-12
Z1rig =z =0 6z-12 _
(z — 4)(22 + 4) =0 Intarzection -,-:.;.[ (z - 2)(22 +2z+ 6) =0 0
74 v z°-_4 z=2 v z°+2z+6=0
z=4 v z%=4/° z=2 v (z+1>-1+6=0
z=4 v z=-2/ v _z=2i z=2 v (z+1°%=-
_ 2 _g;2
223+322—82—3O=O(inTersec’r)éZzZ%. z=2 v (z+1) _\/51 5
TP T T 2 25/27° +32% ~87-30\22% + 87 +12 z=2 v z+1=-IN5 v z+1=/5
s 27352 ) z=2 v z=-1-i\6 v z=-1+//5.
=1 2_g,_
S 8z ~8z-30 33d 223 -2%+32+2=0 (infersect) = z=-1.
8z°-20z _ Flotl Flokz Flots 2
127-30 W EZHAE-REAEH-2|  2+0,5/228 - 2% +3z+2\22%-2z+4
IE'CQY!EC“OI‘I _ 3 2
R=is =0 122-30 _ \325% 2z° +z -
wMe=
(z-21)222+82+12)=0 0 . —27%+37+2
2
_»ol 2 _ 2z°- z
z=25 v 2z +8z+12=0 — 4742
:21 2+4 +6= - 4z+2 _
Z=e vV 2 ; 6=0 B2 T2 (z+%)(222—22+4):0 0
z=2% v (z+2)°-4+6=0 “WzEE 1 2
2 ) =1 ==z VvV Z -z+2=0
z=2> v (z+2)° =-
2 ( ) z—_l \V; (2_1)2—14-2:0
_21 ( +2)2_2,~2 2 2 4
Z=ez v Erel = =1 v (z-1P=a3
z=21 v z+2=-i2 v z+2=/2 g 2 7 2
z=-5 v (z-3) =
222% A\ 22—2—/. 2 Vv Z=—2+/'\/§. i 1 1 1 1
:—E Vv Z—EI—E/ 7 v Z—EZE/\/?
3 =—% v z=%—%/x/7 v z=%+%/'x/7.
(v+v)y’ +6(u+v)=20
(u+v)(u+v)2+6u+6v:20
(u+v)(u2+2uv+v2)+6u+6v:20 3
w3+ 20 + w® + P+ 2uv® +v3 byt 6v =20 34c o3 +(-2) =20
Dus > +3v%v +3u? +v3 + 6u+6v=20 (1) S 2%_20
3 3 _ v
u3 +3u~uv+3v-uv+v3+6u+6v—20 J3 - % 20 (vermenigvuldigen met )
U +3u--2+3v--2+v> +6u+6rv=20 6 u
u® -8=200°3

—6u—6v+v3 +6u+bv=20
B +v3=20 ()
T R
Stel (in 34c) &> = x. Dit geeft x2 —20x -8=0 |53

D=(-20)%-4.1.-8 =432 = /D =-/432. n
20— \/43 20++/432 20 \/43
2-1

432
144

R Dusu = o3

_ 20+~432
2 .

—2003-8=0 (3

34e B +13=20=v3=20-43 N
3 =10+643
v3=20-(10+6v3)=10-643.



34f
349

o

36

37a

37b

37c

G&R viveD deel 3
C. vou Schwantzenbeng

12 Complexe getallen gebhuihen
8/2%

P =10+6V3 = u=310+63 en v3 =10 - 63 = v = J10 - 6+/3. Dit geeft v +v =310 + 643 + 10 - 643.

$10+6v3 +310-6V3 =2.
Substitutie in z3 + 6z =20 geeft 23 +6.2=20=8+12=20 = 20 = 20. Klopt! I

(v+ V)3 —3uv(u +v) = ¢ (haakjes wegwerken)
o3+ 30% +3u® +v3 —30% 3w = g (vereenvoudigen)

B +d=q

Verder rekenen in opgave 34 met u3=10-63 geeft v3=20- (10 - 6\/§) =10+ 6V3.

Dit geeft z=v+v = %/10 —6J3 + §/10 +6+/3 =2 en dus hetzelfde resultaat.
Verder rekenen in het voorbeeld boven opgave 35 met 3 =-1 geeft v3=63--1=64
Dit geeft z =u+v =31 +364 = -1+ 4 = 3 en dus hetzelfde resultaat.

ERES TSR
A= =S ]

7% +362=208
Zz =u+v en 36 =-3uv geeft o3 +v3 =208 -
Uit - 3uv =36 volgt v = —%

3.,( 12\3_

u +(_7) =208 C-lZas -
3 _1728 _ _ =

Nl il
6 3 JCAn=D

v° —-208u° -1728=0 224

| |

D=(-208)° - 4.1.-1728 =50176 = D = 224
u® =208+224 216 is een oplossing
v3-=208-13-208-216=-8  meroreszerg
z=u+v=3216+38=6-2=4 4
z3+18z=215
z=u+v en18=-3uv geeft u3 +v3 :215}:>

: _ __6
Uit —3uv =18 volgt v=-

3 6\3 _ BT
u +(_U) =215 . -216
u® -2 =215
u® - 21543 - 216 =0
(v -216)w® +1)=0
u3 =216 (v a3 =-1)
u® =216 geeft v3 =215-43 =215-216 =1
z=u+v=3216+31=6-1=5 (hiernaast verder)
2+2lz7=31

Z=u+ven 2%:—3uv geeft u3+v3 :3‘11}
=

i+ —21_9 -_3
Uit —3uv=24=7 volgt v= A
3 3

3,(_3) 31|, g
@ (-3) =35 e ca
3_27 _31
. 64u33 4
_31,3_27 _
um-3% ) 64=0 .
= 1\2 _4.1..27 _ 49
SR < I
3_ate _ata _ 4 _27 i
u® ==5*% =45 =5 =S is een oplossing
o3l _,3_13_27 _26_27__1

7 £-8-8 8 8
Z—U+V—32TS7+3J—%2%—%21(hier‘naas‘rverder)

Nu de staartdeling maken: z-4/z°

+362-208\z%+4z+52

z3-42° _
47%+362-208
z3+362-208=0 472167
(z-4)(z%+42+52)=0 il
z=4 v z°4+42+52=0 0
z=4 v (z+2)%°-4+52=0
z=4 v (z+2)%=-48 o=
2 -2 16
z=4 v (z+2)"=48/°
z=4 v z+2=4/J3 v z+2=-4/3
z=4 v z=-2+4/J3 v z=-2-4/3.
De staartdeling: z-5/2° +187-215\ 22 +57 + 43
z3-52%

z34+187-215=0 522+1827215_
(z-5)(z% +5z+43)=0  52°=25z .

2 43z -215
z=5 v 7z°+5z+43=0 437-215
z=5 v (z+32)%-22+43-0 0
z=5 v (z+32)2=_147 [43I5Frac_
gz 1474'2 1473 .
SRECE i
z=5 v Z+g:%/ 3 v z+g:_%/\/§
z=5 v z:—g+%/\/§ \ z:—g_%/\/g

De staartdeling:  z-1/2° +217-31\7%+z+3%
z28-2%
2+217-31
3 1 1_ Z teg 7
4 +222—3z—0 227 z ~
(2—1)(22+z+3%):0 3%2*3%
317-31
z=1 v 22+z+3%:0 L‘B—
_ 12 _1.,.31_
z=1 v (z+2) 4+34—O
z=1v (z+1°=-3
z=1 v (z+%)2:3/2
z=1 v z+%:/ 3 v z+%:—/\/§
z=1 v z:—%+/ 3 v z:—%—/ﬁ.




37d  z3+81z=702
z=u+v en 81=-3uv geeft S v3 =702 De staartdeling: z-6/2° +81z-702\ 2% + 6z +117
3 2
Uit —3uv =81 volgt v =- 27 - z 7622 -
23+812—702:O 622+8127702
3 6z°-36
U3+( 27) =702 573 (z-6)(z2+62+117)=0 7 70a
19653 7z-702
u3—196383:702 7RZE-4nLe-1365T z=6 v z°+6z+117=0 17z-702
u ICAns) _ 2 _ 0
u®-7020°-19683=0 |y 758 z=6 (“3)2 R —
D=(-702)2 ~4.1.-19683 = 571536 = D = 756 ZZZ v 5“22:1‘;2?2 fins3 e
3 _702+756 _ ; i [(PBZ+TSEY 2 z=6 v (z+35) =10/ ]
u” =22 190 =729 is een oplossin
3 7022 _702-729 p J 3729 226 v z+3=6/3 v z+3=-6/\3
Vo= & = =2 3027 z=6 v z=-3+6/J3 v z=-3-6//3.
z=u+v=3729+3-27=9-3=6 |a
sy EFIORY
Floti Flatz Flobs 252.;.3% In i ||
38a —15z = 4 (intersect en z geheel) => z = 4. WIBETSTISH (g zoon Out T || ]
6 3 ~r:=8 5=%Ezgﬁggr‘d || Inttrstct:ong f ||
38b  ¥2+1li -4Y2+11 +125=(2+11/)° —4- (2 +11/) +125 i A s f
:4+22/+22/—121—8—44/+125:0. Klopt! M= L
zZ=u+ven —15=—3uvgeef‘ru +3=423-4- u3:4—(2+11/'):2—11/':>v:\3/2—11/'.
I 3
38¢ z=u+v=Y2+11/ +32- 11/—4 -1 4| Dus z =4 is een oplossing van z° —15z = 4.
39a 23+62%2+122+9=0 23+43z+43=0 z2+3/2%+62%+122+9\ 2% +32+3
sfe|z:y_, b=y-2 (z+3)(zz+3z+3):0 z2-37° _
__ 322+12z+9
(-2 6y —2 +12(y~2)+9-0 z=3 v 2 *32*3 o e
=-3 =0 —  3,.9
Y3 657 112y —8+ 6§7 — 24y +24+ 12y ~2449=0 MR i S 3249
3 z=-3 v (z+§)2 2 3249
y°+1=0 4 0
V31 (a-b)° = (a-bY = z=-3 v (z+3)2 3 2
y=-1 ~3a°6+3ab° - | o® ~2ab+£° s v 24333 v 24131
z=y-2=-1-2=-3 is een oplossing -3 - 3,1, 13 =_3_1,/3
Nu de staartdeling (zie hiernaast) ol v 7 272’ v 2 2/\/_'
3% z3-1227° -392—0 u® =520£80% _ 512 is een oplossing
Stel z=y ~1--12=y+4 [3 (a+t)' = 9 V352043 =520-512=8  =rers
(y+4)°-12(y+4)°-392=0 (a *+3a°b+3ab" +b y=u+v=¥512+¥8 =8+2=10 3%z :
3 _ _ _ _ B z=y+4=10+4=14 a
y3+%+48y+64 % 6y -192-392=0 De staartdeling:  z-14/z%-127° ~392\ 7% +27+28
y —48y=520 23_1222_39220 z8-147° _
_ _ 3 3 _ 2 _
y.—u+v en —48=-3uwv g;eéef'ru +v —520}: (z-14)(z% +22+28)=0 ;;7282 392
Uit —3uv =-48 volgt v =2 z=14 v 22+422+28=0 287-392
2 282z-392 _
u +(16) =520 T z=14 v (Z+1)2—1+28=0 270
LR Pl G
6 u 3 T CAns ) o z=14 v (z+1)°=27/m
u” -520u” +4096=0 |u z=14 v z+1=33 v z+1=-3/3
D =(-520)% —4.1.4096 = 254016 = D =504 7214 v 7=-1433 v z--1-3/f3.
39c z3+322+4z 28=0 e i W o
ac
Stel z=y-3-3=y-1 v —3008 - L—o 243047
(y-1)3 +3(y—1) +4(y-1)-28=0 D= (30)2-41 = 24304, b = 2893
3 OlczararcaziierFra
y3-377 +3y -1+ 357 —6y+3+4y-4-28=0 3.30+% J_ 154 14J_ c Stsmaro

y3+y:30

y =u+v enl=-3uv geeft u3+v3:30}:>

; _ __1
Uit —3uwv =1 volgt v=-3;

u3+(—3iu)3:30:>u3— 1

278 30

—30—u =30- (15+14J_) 15+14J_

y=u+v

z=y-1=3-
de staartdeling en het vervolg op het volgend blad

_ 14 14 _
_§/15+§J_+J15+§\/__3
1=2



40a

40b

41

42a

G&R viveD deel 3

C. vou Schwantzenbeng 10/2%
2-2/7%+322+47-28\72+5z+14 z3+32z°+4z-28=0 z=2 v (Z+g)2=%/2
Al ¥ SR (z-2)(z% +5z+14)=0 722 v z45-1;,/31 v z+5-_1,/31
5z2+4z-28 2 14 2-2 27 2
572 10z z=2 v z +522+ =0 z=2 v z:—%+%/'x/ﬁ v z:—%—%/\/ﬁ.
147 -28 z=2 Vv (z+g) —2—45+14:O
14z -28
270’ z=2 v (z+g)2:—%
1P _1f g se-
(y 30) +aly 30) +b(y 3a)+c—0
y3—ay +%azy—%a3+a y2 gay+ a )+by—3ab+c 0
y3—/ay/{+%a2y——a + gazy+ a’ + by - 3ab+c 0
y3—%azy+by+22703—lab+c 0
y3+(b )y— a3+lab c.
Neem p = b—fa eng=- a3+ 3ab—c dan 23 +az’+bzvc= 0 omgeschreven ToTy +pz=g.
Stel y=u+venp=-3uv. DIT geefTu +v3 =g . Uit p=-3uwv volgt v:—3—€/ invullen in o,
3 3
u3+(—3—€/) =q:u3—2/7’u3=q2u6—qu3—%p3:0.51el)(:u3 dankrijgjexz—qx—%;ﬁzo e s met
3_4(1 1,3\ _ a1 P o (1, o (1P (1,3
D=¢"+3p 4(1‘7 +T7P J=4(39) () =D =2(39) +(3r)".
q+2./lz] 2 3 . 2 3
22 =Lg+ %q) +(%p) is een oplossing van --:v3=q—u3=%q— (%q) +(%p)
3 2 3
yuss Jw (3o (42} +#;q o (40"
3
Dusz:y—la:—§a+§/; %q) ) +§/ (1 (Sp) met
p=b- a eng=- %a3+ ab - clseenreeleoplossmgvanz3+az +bz+c=0.
2 3 2 3
31 1 1 31 1 1
st 7-ho {30 + () + o l30 (44T
Dit geeft y =T is een oplossing van y> + py =g, dus T3+ pT =g ofwel T3+ pT -g=0u.
Ontbinden van y3 + py — ¢ =0 geeft dan: (zie de staartdeling hieronder)
(v -T2 +Ty+p+7’3) 0 y-T/y® +py —g\y 4Ty +p+T?
y=T v y>+Ty+p+T3=0 y =Ty }
y=T v (y+lT)2 lT2+p+T3—O e+ py -9
172 _ 172 3 Tyt =Ty -
y=T v (y+ T) = 77 -p-T (p+T2y i
y=T v (y+%7’)2——%7'2—p (p+T3y-pT-T3
y=T v (y+lT)2—(§T2+p)/2 T3+pT-g=0n
y=T
y=T

y=T

\%

A\

12 Complexe getallen gebhuihen

(v + 1r)2 172372 +4p)
y+17' /\/37'2+4p vV oy+ —%/\/3T2+4p
y——fT+f/\/3T2+4p v y=- T+— /\/3T2+4p

Dus z = y—fa——fa+T v y——fa—fT+%/\/3T2 4p v y=-

Dus de oplossing van z

3+az2+bz=0inCis:

= 17’+—f/\/37’2+4p

1 -T+i3T%+4p 1,7 3T%+4p
=—fa+—5—F

z:y—%a:—%a+7' V y=s-3a+——5—— VvV y

2

ner 7=3ba+ (3o« () +Fho-\{8a <o), o-e-

Uy =1,15u, 1 —12 is te schrijven als u, —u,_1 =0,15u,_1 -12.
In de laatste vorm komt het verschil ( = differentie) v, — t,_1 voor. Vandaar de naam dif ferentievergelijking.

2

2 en q——%03+ ab—c.



42b

42c
42d

43a

43b
43c
43d
43e

43f

44a

44b

44c

C. vou Schwantzenbeng 11/2%
T
De differentievergelijking geeft het verband tussen v, en zijn direct voorafgaande term v, . fin=*t-13-12 ..
Daarom is de differentievergelijking van de eerste orde. 132
25
ug =120 en u1g = 161. I8
Bij de recursieve formule v, = a - u,_1 + b met beginterm vg hoort de directe formule , = % +a” (uo —%).

ug =100, b=-12 en a=1,15= 1, = =12 +115”(u0 —12) 80 +1,15” (100 — 80) = 80 + 20 1,15

1- 1
-l2o01-1.150
. =it ]

U=9" =ty 1=9""enu, 5 =g"".

Tnvullen in 1, = 21,1+ 3ty = g" =29" 1 +39"2 (delen door " %) = g% =2 +3.
g% =29+3=g°-29-3=0=(g+1)(g-3)=0=>g=-1 v g=3.
Uy=A-(-1)"+B-3"met ug=1=ug=A-(-1°+8-3%=A4-1+B-1=4+B=1(1).

Uy=A-(-1"+8-3"met uy=5=>u1=A (-1 +B-3' =4 -1+ B.3=-A+38=5 (2).

A+ B=1 ()
—A+38=5 (2) Dus de formule: v, =2u,_1 +3u,_» met ug=lenu; =5
43:638: % |n(1):/1+1:l =15 A4=- % heeft als directe formule u,,:—%-(—l)”+1%-3”.

Uy = —% (-1)" +1% : 3” substitueren in v, = 2uy,_1 +3u,_» (met v, =1en ¢ = 5)

~L ey e1d3 =24 (e 1d 34 3(- 4 (-1 R 1372
Lo alar =2 (e 3.3 1l (e 43R

L1l 3 =2 () (-t 4337 37 -1 (—1)" -1)72+ 41 3n.372
3133 =2 (1 L4337 L1l 1y +41. 3'7 L

L (41537 =2 (1Y +3" -1L (1) + 137

~3-(-1)"+14.3" =L (-1)" +11 3" Klopt! (v =1en v, =5 Kiopt ook, zie 43cde).

(- 1)2

Uy =20y +8Uy,_p met ug =1 en ug =2. wg=1=A-(-2°+8-49=4.148.1=A+8=1Q1)
Substitueer 1y, = " in uy, = 2u,_1 +8uy,_o. u1=2=A-(2)+B-4'=4.2+8.4=-24+48=2(2)
g =2g""1+8g"2 { A+ B=1(1)H {2A+23 2 3)
92:2_q+8 -2A+4B=2(2)|1 2A+48=2 (2 .
92—29—820 63—433—325(4)
(g+2)(g-4)=0 @inw=>A+4-1=>4-1
g=-2 v g=4 Dusunz%-(—Z)”+2
Stelnuu,=A-(-2)"+8-4".
Xy =3X,_1 +4x,_» met xg =2 en x1=6. x0=2=A-(1°+84%=4.1+81=4+8=2(1)
Substitueer x, = g” in x, =3x,_1 +8x,_5. )(1:6:/1~(—1)1+B~4:l =A--1+B-4=-A+4B=6(2)
gﬂ:3gﬂ71+4g”72 {A+ B=2 ()
g°=3g+4 -A+48=6 ,(2)
92_39_4:0 58=8=B= 8(3)
(9g+1)(g-4)=0 (3)in(1)2/1+§—2:/1—7
g=-1v g=4 Dus x, =2 (-1)" + 8. 4",
Dus x, =A-(-1)" + B-4".
Vyp =5V, 1 —6v,_2 met vg=lenv;=3. vo:1:>A~20+B-30:A~1+B~1:A+B:1(1)
Substitueer v, = g" in v, =5v,_1 — 6v,_>. v1=2:>A~21+B~31:A-2+B-3:2A+3B:3(2)
g"=5¢"1-54"2 A+ B=1 |2 _ [24+28=2 ()

545 24+38=3 (21|~ |24+38=3 (2

2 _ -B=-1=8=1(@
9°-59+6=0 @in(1)=>A+1=1=A=0.
(9—2)(9—3)20 D _3/7
g=2 v g=3. us vp =3

Dusv,=A4-2"+8-3".



45a Uy =Uy_1 +Uy_> met ug=0en uy =1 geeft 45¢c ug=0=A- (1+J§)o+3 (1_*/5)0—A+B:0

derij0,1,1,2,3,5,8, .. endit is, afgezien _ 1+[ 1 1- \/‘ 1 1
van de eerste term, de rij van Fibonacci. u=1=A4 (532 +8-(52) (2 2*/—)/“'(2 OLES

455  Substit ni {A+B:O(1)
upsTitueer u, =g N Uy =Uy_1+Uy_2. 1.1 1 1 _
n n n n *+E\/5)A+(E—é\/g)3—1(2)
9,79 "9 Uit (1) volgt 8 =-A (3)
92:9+1 @) in(@ geeft (3 +3VB)A-(E-1B)a=1
9" -g-1=0 Laslas-1a+laf5-1
D=1?-4.1.-1=5= D=5 5o . B0 g1
g_“\/— y g_ \/— A\D = :A:TIn(Z):\/_+ = B= 5
Dus A= enB=--L.

Dus u, =A (%)” (%)’7 \/g V5

46a U, =A-(91)" +8-(g2)" substituerenin u, =a-u, 1 +b-u,_» geeft:
A(91)"+8(92)" =a-(A-(91)" +B-(92)" )+ b (A-(91)" 2+ B-(92)"?)
A(g1)" +B(g2)" = aA(g1)" ! +aB(g2)" ! + bA(91)Y" 2 + bB(g2)" 2
A91)" +B(g2)' - aA(g1)" ™ - aB(g2)" ™t ~ bA(91)"? ~ bB(g2)"? =0
A(91)" 2 (9% - ag1 - b) + B(92)" 2 (g5 - ag2 - b) = 0.
46b _q12 —ag1-b=0en gs —agp — b =0 (want gegeven is dat g, en g, oplossingen zijn van g° — ag - b = 0) geeft dan:
A(g1)"%-0+B8(g2)"?-0=0

0+0=0.
Klopt!

470 u,=4u,1-4u, > met ug=lenuy =3. Dus u,=A-2"+8-2".
Substitueer u, = " in u, = 4u,_1 — 4uy,_;. uo:1:>A~20+B-20:A~1+B-1:A+B:1(1)
g =4g"1 442 n=3=A2'+82'=4.2+8.2=24+28=3(2)
g’ =4g-4 {A+ 3:1(1)H {2A+23 2 (3)
G -4g+4=0 2A+28=3(@)|1 2A+28=3 _(2)
(9-2)(g-2)=0 . _0="llennieny
g=2 v g=2. Dus op deze manier geen directe formule af te leiden.

47b Vp =5v,_1 —6v,_2 met vg=1len vy =3.
Substitueer v, = g"
gn _ Z_q"_l _ 4917—2
g°=2g9-4
_qz -29+4=0
D=2°-4.1.4=4-16-12<0 (je krijgt dus complexe getallen).

in v, =5v,_1 —6v,_>.

48a Uy =23 - Up_1 —4uy_p met ug =4 en g =+/3. 48b v, =-4v,_1-16v,_» met vg=1len vy =2.
Substitueer u, = g in u, =23 -u,_1 - 4u,_5. Substitueer v, = g in v, =-4v,_1 —16v,_,.
G223 9+4=0 g°+4g+16=0
p=(-2v3f -41.4=-4-42= D=2 D=4%-4.116=-48=48/° =D =4/3
. _-4+4/\3
g= 2J§2i 2i g=—"

g=3+i v g=3-1i. g=-2+2\3 v g=-2-2/\3.

‘\/§+/‘:\/Z:Zen ar‘g(«/§+/)=%7r. ‘—2+2/x/§‘=x/ﬁ=4en al"9(—2+2/'x/§)=%7r.
— 2 in(2 n

Dus v, =(Acos(%mz)+Bsin(%;m))z”. Dus v, —(Acos(gzm)+85m(§7m))-4 .

Ug=4=(A-1+8-0)1=A=4 (1) vo=1=(A41+£:0)1=4=1(1)

B N - 1 1 - -
U12\/53(/"%\/5+B'%)~2:A\/§+B:\/§(2) Vl_.23(A'_E+B'E\/§)'4__2A+ZB\/§_2(2)
D) in@—4V318-13 = B= 303 (1) in (2):—2+23J— 2=283=4=

' —_4 _ -2
Dus ¢, = (4 cos(} 7n) - 33sin(} zn)) - 2". E=35 f J— 3V3.
Dus v, —(cos(%ﬂn)+%\/_sin(%7m))~4”.



49a

50a

50c

50d

51la

51b

G&R viveD deel 3
C. vou Schwantzenbeng

Substitueer x, = ¢” in x, =2x,_1 - x,_». 49b
92—2_9+1:O

(9-D(g-1D=0

g=1 v g=1

Dus x, =(A+8n)-1" = A+ Bn.
x0=3=>A+B-0=A=3(1)
x1=5=>A+B1=A+B=5(2)
Nin@R)=>3+B=5=L=2.

Dus x, =3+2n.

Substitueer u, = ¢" in u, =7u,_1 —10u,_». 50b
9% -79+10=0
(9-2)(g-5)=0
g=2 v g=b.
Dus u, =A-2"+8-5".
ug=1=>A-1+B-1=A+B=1()
U =3>A-2+B-5=24+58=3(2)
A+ B=11)2 2A+2B=2 (3)
2A+58=3(2)|1 2A+58=3 ,(2)
-38=-1=8-1@
@inm=>A+i=1=>4=2
_2.on 1 gn
Dus u, =5-2"+3-5"
Substitueer wy, = g" in w, = —6w,_1 —36w,_.
g% +69+36=0
D=(-6)%-4.1.36=-3.36=3-36/2 = D = 6/\3
_—6£6/\3
9=""2

g=-3+3/3 v g=-3-3//3.
—3+3/'\/§‘ =+/36 =6 en arg(-3 +3//3) =%7r.

12 Complexe getallen gebhuihen
13/2%

Substitueer y, = ¢" in y, =-6y,_1—yy_o.
g% +69+9=0

(9+3)g+3)=0

g=-3 v g=-3.

Dus y, =(A+8n)-(-3)".
yo=1=(A+8-0)-1=A=1(1)
y1=2=(A+B8-1)--3=-34-38=2 (2)
M) in@=-3-38=2=-38=5=8=-2.

3
Dus y, =(1-12n)-(-3)".

Substitueer v, = ¢" in v, =3v,_4 —Z%Vn,z.
gz—3g+2%:0
(9-13)*=0
g=13 v g=1%.
Dus v, =(A+8n)-1
vo=2=(A+8-0)-1=A=2 (1)
ni=4=(A+81)13=114+118-4 2
@in)=3+118=4=
Dus v,,=(2+%n)~1%n.

1”1
5 -
1=

Dus w,, =(Acos(%fm)+Bsin(%7m))~6”.
wog=0=(A-1+8-0)-1=4=0()
wi=1=(A--1+8-143)-6=-34+383=1(

i _ 1 _ 1 J3_1
Q) in (2):>3B«/§—12‘9—3\/§—3\/§ NG 9«/5.
Dus w), =%x/§sin(%7m)~6".

Substitueer x, = g” in x, = —%x,,,z. Dus x, = (Acos(%zm)+ Bsin(% 7m)) : (%)ﬂ

#+1=0 x0=16=(A-1+8-0)-1=A=16 (1)

g2 =12 x1:12:>(A-O+B~1)-%:%B:1228:24(2)
4 n

g=%i v g=-1i Dus x, = (16 cos(L zn) + 24sin(L zn)) - ().

‘%/’ =% en GPQ(%/')Z%E

Uy =(A+Bn)- g" substituerenin y, =a - u,_1 +b-u,_» geeft:

(A+8n)-g"=a-(A+B(n-1))-

9" b (A+B(n-2)) g"2

Ag" + Bﬂ_q =aAg" ! + aBng" ! — aBg" ™! + bAG"? + bBng" 2 - 2bBg" 2

A_q 19" — bAg"" 2+Bn_q
A_q —aA_q—bA+Bng —aBng — bBn + aBg +2bB =0
A(_q2—a_q—b)+3(/7_q2—ang—bﬂ+a_q+2b):0

A(_q2—ag—b)+B(ﬂ(g2—ag—b)+a_q+2b):0 jallala

—aBng" " — bBng"? + aBg" "t + 289" % =0

Van de karak‘rer'is‘rieke vergelijking 9% -ag-b=0is D=0= g=2 =

Substitutie van g = a in g —ag - b =0 geeft:

a _1
2129

2
(%a) —a- Ea—b—O:faz—l 2—b=0:>—zaz—b=0:>—%azzb.

4
Substitutie vang —ag-b=0,g=

A-O+B(n~0+a~ ) O:>O+B(O+ a®

1.2,
aenb— za°in

§a+2'_Z

*x % X

geeft:

14%)=0=0+8-0=0=0=0. Klopt!

118-1=38=-2=8-=

wny



52a
52b
b2c
b2d

54

55

56

In x, =2x),_1+3y,_1 (1) (geldt voor elke n) mag 7 vervangen worden door /1 +1. Dit geeft x,,1 =2x, + 3y, (3).

(@) in (3) = Xpy1 =2x, +3(4x,_1 +5yp_1) = Xp41 = 2%, +12x,_1 +15y,_1 (4).

Xp =2Xp_1+3Yn1 1) = 3y,_1 =X, —2X,_1 in (1) = X1 =2x, +12x,_1 +5(x, —2x,_1) = Xp11 =7 Xy +2x,_1 (B).
In x,.1 =7x, +2x,_1 (5) (geldt voor elke n) mag /1 vervangen worden door 7 —1. Dit geeft x, =7x,_1 +2x,_>.

De differentiaalvergelijking is van de twee orde. (verband tussen een term en zijn twee voorafgaande termen)
Substitutie van x, = ¢" in x, =7 x,_1 +2X,_» geeft g> -7 g-2=0.

dit is de karakteristieke vergelijking van de differentiaalvergelijking.

2Yp-1 = Xn = Xp-1
2yp1=-20-2"+30-3"-(-20-2"1 +30-3"1)
2y,1=-20-2"+30-3"+20-2"1-30.3""]
2y, =-20-2"1130.3"1120.2" -30.3"

2y, =-20-2".21+30.3".31 +20.27 -30.3"
yn=-20-2"+15.37.3+10.2" -15.3"
yn=-10.2"+30.3".

Xp=3X,_1-2yp1 )= X1 =3x, -2y, 3) en 2y,_1 =—x, +3x,_1 (4).

VYn =2X,_1 —2y,_1 (2) substitueren in (3) = x40 =3X, —2(2X,_1 — 2¥p_1) = Xpi1 = 3X, —4x,_1 + 4y,_1 (5).
(4) in () = X1 =3X, —4x,_1 +2(—Xp +3X_1) = Xpy1 = Xp +2X_1 = Xp = Xp_1 +2X,_2 (6).

De karakteristieke vergelijking van (6) is _qz -9-2=0=(9-2)(9+1)=0=>¢9=2 v g=-1

Dus x, =A-2" +B-(-1)". ©)in @)= 4271+ (1) =3(4.2" + (1)) -2y,
x0=5=2>A41+B-1=A+B=5() N+l nil n n

W)= x1=3-5-2.4=7=24-B=7 (8) 2yp=-4-2"" - (-1)7" +12.27+3-(-1)
A+8=5 () 2y =—4-2:2"~(-1)- (1) +12-2" +3- (1)
{ZA—B:7+(8) yn=-42"+1(-1)"+6.2" +3. (1)

34=12= A=4in ()

yp=2-2"+2.(-1)".
Dus x, =4-2" +(-1)" eny,=2-2"+2-(-1)".

4+B=5=B8=1.
Dus x, =4-2" + (—1)'7 (9). (hiernaast verder)

=2k 1-4Qp1 V)= A1 =26 -4Q, B) en 4Q,1 =~ +2h 1 (4).

@y =51 +6Q,_1 (2) substitueren in 3) = A1 =28 —4(F_1 +6Qpu_1) = K41 =28 — 451 —24Q,_1 (5).
@) inG)= F =2k 451 -6(-F +2h 1) = F =8 1651 = £, =8F 1 ~16£,_5 (6).

De karakteristieke vergelijking van (6) is g% -89+16=0=(g-4)(g-4)=0=>g=4 v g=4.

Dus B, =(A+Bn)-4".

Po 100 (A + 8-0) 1= A=100 () (9) in (3) = (100 - 60(n1 + 1)) - 4™ = 2((100 - 60n) - 47) - 4Q,,
(1)= A =200 - 40 =160 = 4Q, =-40-4™1 4+ 601471 120047 1200 - 4"
P =160=(A+B-1)-4=160=>A+B=40(8) 4Q,=-40-4"-4+60n 4".4+200-4" —120n-4"
(8)in (7) =100 + 8 =40 = B =-60. Q,=-40-4" +60n-4" +50-4" —30n-4"
Dus A, = (100 — 60#) - 4" (9). (hiernaast verder) Dus Q, =10-4" +30n- 4.

Kf = ’(7‘71 + ZLf,l )= Kerl = Kf- + ZLf (3) en 2L/~,1 = Kf - Kf,l 4).

Ly =Kp_1+3L4_1 (2) substitueren in (3) = Kpp1 =Ky +2(Kp_1 +3Lp_1) = Kp1 = Kp +2K4_1 +6L4_1 (5).

(4) in (6) > K1-+1 = Kf + 2/(1-_1 + 3(Kf - Kf—l) = Kf+1 = 4/(1- + Kf—l = Kf = 4/(1-_1 + /(1-_2 (6).

Karakt. vergelijking van (6) is_q2 —4g+1:0:(_q—2)2 —4+1:O:(_q—2)2 =3=9g=2+J3 v g=2-43.

Dus Ky = A-(2+3) +8-(2-+3) .
Kp=40=>A4-1+B-1=A+B=40(7)
(1)=K1=40+10=50= A-(2++/3)+ B-(2-+/3) =50 (8)
A+ B=40 M)2+y3] [(@+V3)4+(2++3)B=80+40V3 (9)
{(2+J§)A+(2—J§)B:5o ®| 1 :{(2+£)A+(z-ﬁ)3=5o _®
2\3-8=30+40V3=
Bz%uoz%%uozzowﬁinm:A+20+5J§=4o:A:20—5J§.
Dus K = (20-5V3)-(2+V3)" +(20+53)-(2-+3) a0y




57

C. vou Schwantzenbeng 15/2%

10) in @) = (20-543)(24+3) " +(20+5V3)- (2-+3) " = (20-5v3) (2 +43) +(20+5v3) - (2-3) + 2L,
+ =(20-5V3)(2+3) " +(20+543)(2-v3) ' - (20-543) - (2 + VB) - (20 +543)-(2- V3
+ =(20-5V3)-(2+3) - (2+3)+(20+53)-(2-+3) -(2-V3) - (20-5V3) - (2+3) -(20+5V3)-(2-V3)
; =(20-5V3)-(2+v3-1)-(2+V3) +(20+5V3)-(2-v3-1) (2 -3’
r =(20-5V3)-(1+3)-(2+3) +(20+5V3)-(1-+3)-(2-3)
+=(20+20V3-5V3 - 15) (2+3) +(20-203 +5J3 -15)-(2-3)
s =(5+15V3)-(2+3) +(5-1543)-(2-3)
DusLf=(2%+7%\/§)-(2+x/§)f+(2%—7%x/§)~(2—x/§)f.

Xp==2Xp1+4yn 1 V)= X1 =-2x,+4y, ) en 4y, 1 =X, +2x,_1 (4).
Yn =—Xp_1—2¥p_1 (2) substitueren in (3) = X1 =2, + 4(—Xp_1 —2¥p_1) = Xpi1 = —2X, —4x,_1 —8yy_1 (5).
@) in (5) = X1 =—2x, —4x,_1 —2(x, +2x,_1) = Xpy1 = —4X, —8x,_1 = X, =—4x,_1 —8x,_2 (6).
Karakt. vergelijking van (6) is g2 + 49 +8=0=(g+2)° -4+8=0=(g+2)° =42 => g=-2+2/ v g=-2-2i.
Dus x, =A-(-2+2/)" + B-(-2-2/)" *xx»x
xX0=2=A1+B-1=A+B=2(7)
WN=>x1=-2-2+4-3=8=A-(-2+2/)+B-(-2-2/)=8(8)
A+ B=2 @) |-2+2/ (-2+2NA+(-2+2)B=-4+4/ (9)
(-2+20)A+(-2-2))B=8 @®) 1 |~ )(-2+2)A+(-2-2/)B= 8  (8)
4/ - B=-12+4/ =
B:—%+1:—%§+1:1+3/ iNn@=>A+1+3/=2=>A4=1-3/.

Dus x, = (1-3/)-(=2+2/)" +(1+3/)-(-2-2/)" (10).
(10) in @)= (1-3) - (-2+2/)"™ 4 (1+37) - (-2-27)" = -2((1-3/) - (-2+2/)" + (1+37)-(-2-2))" | + 4y,

(
4y, =(1-3/)-(-2+2/))" 1 (1+37)- (-2 -2iY" v 2(1-3/)- (-2 +2/)" +2(1+ 3i)- (-2 - 2/)"
4y,, (1-3/)-(-2+2/)" (-2 +2/)+(1+3/)-(-2-2/)" -(-2-2/)+2(1-3/)- (-2 + 2/)" +2(1+ 3/) - (-2 - 2/)"
4y, =(1-3/)-(-2+2/)" (-2+ 2/ +2)+ (1+3/)-(-2-2/)" -(-2-2/ +2)
4y, =(1-3/)-(-2+2/)" -2/ +(1+3/)-(-2-2/)" - -2/
(

(
=(6+2/)-(-2+2/)" +(6-2/)-(-2-2i)"
yn:(1%+%/)-(—2+2/)"+(1é % ) (-2-2/)".

xxxxx OPMERKING:
|-2+2i]=2V2 en arg(—2+2/):%7r.

Dus x, = (A -cos(3zn)+ 8- sin(%zm)) : (2\/5),7 nun

xX0=2=>A-1+B-0=A=2(@7%)
W=x1=-22+43=8=A4--1V2+8.1V2=-8=2-(4--1V2+8-1J2)=V2 8= -4+ B=8J2 (8
7*)inE*)=>-2+8B=8J2=>8=2+82.

Dus x, = (2 : cos(% zn)+ (2 +82)- sin(% 7m)) : (Zx/i)ﬂ (9%).

©% in 3) = (2-cos(G x(n + 1) + (2+8v2) - sin(G 2(n + 1)) - (2v2)" = .. + 4y,

4y, =..

Omschrijven tot de vorm y, = (C - cos(3 zn) + D sin(3 zn))- (2\/5)’7 is zeer bewerkelijk.

Vandaar hier de schrijfwijze x, = A- (-2 +2/)" + B-(-2-2/)" uit opgave 57 in plaats van === hierboven.
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Diagnostische toets

10e=™ =10(cos( 7) + /sin(L 7))

12 Complexe getallen gebhuihen

16/2%

:10(%+%/\/§) =5+5/43.

Lz ..
be? :6(cos(%7r)+/sm(%7r)) 6(0+1-7)=6/.
3 _ 3,67 _ 14 ssintao) =3(L 341123343
_%”/—326 —3(cos(67r)+/sm(67z))— 2J§+2/)—2J§+ i
€ anIlet3—3L (300
-1, Bd7197551
A=« T
1 i oy 3353333333
3+3/=32e4" . D2d= 3-3/\/3=6e 3 13
1z im'.
2-2™ D2e = (1+7)3 _ (V2e* " ) :2\/534’ :l\/iel%m:l\/ze—%m
a-n* ( ﬁe’%”")“ 4™ 2
1-1;2= lef%m' = ef%m. D2fE2 1 = 1 = 1 -1 e%’”'
2 2 : -7/ 4 —lfr/ —gm’ ’
B-ABY (.o 14405 1
Lois k- 2ui Lois k- 2nf
22 =16/ =16¢" 2" T K27 D3eE (2z-/) =4i =42 TH 2T
7—4e” 47z/+/\' V1 27_j= 2647r/+k Vi
1 3./
2:4371 v 2242171'/ 22—/+264m+k il
. . 1
23 =202 212 = 4e” 47 T2 zZ= é’+e4”’+k i
37 . ﬁ”’+k i z= %/+cos(47r)+/sm(47r) v z:%/+cos(117r)+/sm(11n)
1l sy 157 1 1 1, 1 1 ;
4'6 12 v 2234'612”/ v 2234'612”1 Z= 2/+ \/—+*/ 2 \4 Z—E E 2 E 2
_1 1 1 1 1
(z+2)2=—4=4/2 2= (35 R)i v 2324 (3-5R))
z+2=2/ v z+2=-2/
z=-2+2/ v z=-2-2/.
7% —47=-4125/ D3fE z2-2z+iV3=0

(z-2)%-4=-4+25/

(z- 2)2 25/ — 25¢ 1nivk-2zi
72— 5e4ﬂ'l+/( 7
Laivk-mi

zZ= 2+5e4

1 1.,
z:2+5e4 v z:2+5e14m

z=2+ 5(cos(%7r) + /'sin(%ﬂ)) v z=2+ 5(cos(1%7r) + /'sin(l%ﬂ))

z:2+5(%\/§+%/\/§) v z:2+5(—

z:2+%x/§+%/ 2 v z:Z—%\/z—

Het beeld van Re(z) = -2 bij £(z) =e?
cirkel met middelpunt z =0 en straal e~
ofwel de cirkel met de vergelijking |z| =

Het beeld van Im(z) = 1%7[ (= 4,71) bij

is de halve lijn vanaf z =0 die een hoek van

1 L 7 radialen (= 270°) maakt met de postieve reéle as, |y

Re(z)=-2 Iim
___________________________ T IO S S
| C-\
1 - @:%1 2
' e
SO O Sy KRS SR SO

(z—1)2—1+/'\/§:O

_1. . ;
(z - 1)2 _/\/—_2 37+ K27
z-1= \/— 7r/+k ¥
7= 1+\/— 7r/+k V.7

1 5
z=1+2 . e v z=1++2.e8"

z:1+\/§(%\/§—%/') v z:1+\/§(—%\/§+%/)
%\/E_%,\/E) z=1+%\/g—%/ 2 v zzl—%x/g+%/\/§.
%/\/E.
is de Im
2(=0 135) ...................... L5 iIm(z) =117
:e . (zie hieronder) i 114 4/ I
f(z)=¢€”

4, 71238893
So2k138
Zre

1




G&R viveD deel 3
C. vou Schwantzenbeng

D4bE De eindpunten van het lijnstuk zijn1-7 en 1+,

dus Re(z) is vast. f(z)=e? ="/ = 9. g

Het beeld van het lijnstuk is een deel van een
cirkel met middelpunt z =0 en straal el (=2,7)
waarbij een hoek wordt doorlopen

van —1 fot 1 radialen.

DSaE  F(1+7)=In(l+/)=In(v2 5™ ) =In(y2) +In(e+™)
DSbE £(Z)=In(Z) =In() ~In(e) =In(ez™ ) ~1 =1+ L 7.
f(-e3)=In(=e3) =In(-1-3) = In(=1) +In(e3) = In(e™ ) + 3 =3 + /.
D5dE  F(iVe)=In(iVe)=In(/-Je)= In(/)+|n(\/—)—|n(e2”)+|n(eZ)
_1
“In(¥Z-e” #™)y
~In(x2) - In(e”

Db5c 2

) In(27)-In(1=7) =In(2- ez”’

~In(2) +In(e2™)

DBeH (- 2r R ln(

17/2%

2. 718281823
128
'5? 29577951
128
OV 2957 7951

|:I'\|--|--

=In(~/2) + %m’.

ﬂ'/

4

(1-17 : :
?686?394 228 5
AESEI3944+2, 28, 7‘53 _%2

Lai

12 Complexe getallen gebhuihen

_________________________________

________________________________

+ s=+=7l.

I'\) —
N

):In(2)+?1_,7r/—f|n(2)———m_1ln(2)+ i,

D5FE f(e—eiV3)=In(e - ei3) =In(e-(1-3)) =In(e) +In(1— N3) =1+In(2e” ™) =1-+In(2) + In(2e~ ™) =1+In(2) - L 7.

o
D6aE |z|=e? = z=€2-"? (met —n<p<n). g -OEOEGEEI

Dus #(z) = £(e? -e"/’):ln(e ) =In(e?) +In(e’?)=2+ip (-x < p< ).
D6bE  Im(z)= Loan

771':>Z a+1zi Dus F(z)= f(a+ m)—ln(a+ ) =..

2
f(zﬂ' i) = ln(zﬂ' i) = ln(27r)+|n(/)_|n(27r)+ln(e2m) In(éz)+§m,
Andere punten berekenen met de GR.

Inid, Sut ) In{1@+@, 5010 It -1+@, 5mi 7 n
(A5 1SE0POST+1. 5. 2 314772905+, 15..| |, 621726754+, 1. 1. STATIEIZT
inii+e, 5mi) T 1aB+E, S ing-2+@, Soio 1ned. 5m3
(B2 IFRIErSA+1, 0. |4, 6052955414, .. |, 93358717 1E+2, 4. . 4515827053
iniz+a; Sni Ini 1BEE+Ha, Sni ) 7| |Int -1e86+6, 5017
.93338?1?16+ 66..| & SE7rSES] 3. 0a.. &L SB7TIES1 IS, 1.,
idz-iy  —ikz-n Llrivt —Llza 1 ol
= 1, _nN_e? "+e 2 _e? 2 e-e? +e e ? €(0+1'/) (01/) e _
D7a= COS(ZIZ' i)= > = 5 5 (2
i(lﬂ+2/) —/(17r+2/) l7r/—2 —17r+2 2 lfri 2 —lfr
D7bE sindr+2))=e"—=e =€ —e’ e~ cene’
:%+%,- 3 (L -113) 7,:\/5 ez\/§+(_ 1 +ei),'
2ie? e I 4e? 4 42 4)7
Flokl Flokz Flotz
3 2 ) ] BN IHHEHH-14
D8aE ~z°+z°-7z-15=0 (intersect)= z =3. D8bE (z+1)(z-/)z+/)=15 V=
~Nz=l
3 2 2
RN R T 2_3/23 222_72_15\2 +4z+0 (z+1)(2% +1)=15 J
Z~ =3z _
47%_77-15 z23+z+2%+1=15 f
z d 3 2 . Intersection ||
iggom, ut 472127 7z +2°+2-14=0 (intersect) = z = 2. [¥= Ll
o2 A S Tntersectin | 5z-15 (z-2)(2%+32+7)=0 2z-2/2° +2%+2z-14\2%+32+7
5T 5z-15 _ _5 2,3,47-0 z3-22° _
~ 2 B 0 z=2 v z°+3z+7= T
(z-3)z°+4z+5)=0 3z°+z-14
2 z=2 v (z+%)2—2+720 3,26
z=3 v z°+4z+5=0 2 419 %—
= 2 = —=Z Z—
7=3 v (z+2%-4+45=0 z=2 v (”2)2 o 7714
— 3y _19 ; N
z=3 v (z+2)°%=-1 z=2 v (z+5) =7 0
z=3 v (z+2°%=/? z=2 v z+%: %\/9 v z+3 _+%/\/
z=3 v z+2=-1 v Zz+2=+4 72 v z:—% % 19 v z__%Jr%,/_
z=3 v z=-2-/ v z=-2+/.
D9aE z3+6z-88=0=23+62=88
z:u+ven6:—3uvgeef'ru3+v3:88 3 2\3
. 2 =>u +(—7) =88
Uit —3uv =6 volgt v =-% u




U3+(—g)3=88 z-4/2° +6z-88\z%+4z+22
3_ 8. 23 +62-88=0 2=4z -
)y —%:88 T = — 5 - 42% +62-88
u ST (z-4)(z°+4z+22)=0 4,2_4
b -88,3-8-0 2o, 4z°-16z
> n z=4 v 2z°+4z+22=0 ;22—88
=\|\— —_ . .« — = = 2 _88
03 (828)36\/341 8=7776 =D =366 74 v (z+2-4+22-0 2288
u® =8850%0 — 44 4186 is een oplossing z7=4 v (z+2=-18
3 3 .
v3 =88-1u°=88-(44+18V6)=44-18V6 [T g;éﬁéggwj z=4 v (z+2)2f18,2 . | 3
z=u+v=Y44+18/6 +¥44-18J/6 =4 n z=4 v z+2=3\2 v z+2=-3\2
Nu de staartdeling: (zie hiernaast) z=4 v z=-2+3i\V2 v z=-2-3i2.
D9b -12z =65 De staartdeling: z-5/2° —-12z-65\ 2% +5z+13
z=u+ven —12=-3uv geeft u> +v3 =65 - %—
Uit —3uwv =-12 volgt V=§ z3-12z-65=0 2227;252765
Z —cloZ _
3 (z-5)(z% +52+13)=0 13765
s +(2) =65 e4 2
, 61411 n z=5 v z°+5z+13=0 1327—6507
u +F:65 z=5 v (z+g)2—2—45+13:0
u® - 6513 +64=0 z=5 v (z+3P=-%
3 3
(‘; -64)(w” -1)=0 z=5 v (z+%)2:%/'2
u” =64 is een oplossing z=5 v z+9=3,/3 v z+43-_3,3
V3 =65-u3=65-1=64 . 523, 13 5%,
z=u+v=Y64+31=4+1=5 T Y FTTereNY v AT
—20,43
DIcE z3+42%2+62z+4=0 u3:%: 37 gﬁlseenoplossing
1 4 16-3-32-3+6vFrac
STelz:y—§~4—y—f v3:—@—u3——@—( \/—) 10_273
03 64274649544 27 27 27 9 27 9
(y-4) +4lr-3 )+6(V—*)+4 0= 2027 y=urv=3-3+543+3-1-53--2
3 16 64. 4 2_4 MR 1@/2?+2/9¢<
‘5”//[*'* 5”//[ 3y+ +6y-8+4=0 z=y-z=-5-3=-2 S LAE{IE20
y3 +3y__7 De staartdeling: :9¢<3>>>Fr~ac_2/3
3 2 _
y= U+Ve”§:_3UVQeeﬁU +v3 = —% - ol +242 2+6z+4—0 z2+2/ 23 +42° + 62+ 4\ 2% +22+2
Vit —3UV=%V0|9T v:—% (z+2)(z°+22+2)=0 %_
3 z=-2 v z°+2z+2=0 222+62+4
B(-&) =-L z=-2 v (z+12-1+42=0  2FFH -
3 83:_% I . z=-2 v (z+1)2:—1 2z+4
729 - - .
6,20,3_ 8 _o [oEa Y z=-2 v (z+1%=/? 0
v +ﬁ‘; 729 . leszv z=-2 v z+1l=/ v z+l=—
D=(8) -41.-8,-16=p= ﬁ 43 z=-2 v z=-1+/ v z=-1-/,
520 , 56 (SZ0-ZT+56- 3372
DIdE z3+47°=24=23+422-24-0 o= 27; 3 :g—lz is een oplossing | "= 51227
Stel z=y-L.4-y 4 3_520_,3_520 _512_8 "
3y 3 'V 3 B4 ZTHEA 75 2AVF V=7 TY T T Ty
~ac E3 B
(Y—%) +4(}’—%) -24=0 52827 y=u+v=3%+3%=§§/£%1Er/~§zj+fai;
3 64 32 64 —y_4_10_4_ n
54’/{ Fy+35-24=0 Z=y-3=37372
y3 % 6y - 520 De staartdeling: z2+2/ 23 +42° + 62+ 4\ 2% +22+2
3 2 3 2
y=u+ven —&——3uvgeef1‘u3+|/3:m z7+4z 2_2420 z +§Zz 6z+4
" 27 (z-2)(z°+62z+12)=0 Z oz
Uit —3uv——— volgt v =37 722 v 2246741220 2z°+4z  _
= = 2z+4
u +(é§/) =5 |1 s z=2 v (z+3°-9+12=0 2724
4096 _ 520 e e L I z=2 v (z+3)2:—
o3 7203 ~ 27 S8/725kFrag > .2
L6520 3 , 409 _ rAnsFrac z=2 v (z+3)°=3
27 729 . 9673 z=2 v z+3=/iV3 v z+3=-/\3
D:(_LZO) —4.1.40% 79363\/5256 z=2 v z=-3+/J3 v z=-3-/3.

27 729




C. vou Schwantzenbeng 19/2%

D10a = Substitueer v, = g" in u, = 4u,_1 —3uy,_5. D10cE2 Substitueer u, = ¢” in u, = -2u,_1 —2u,_.
gP—4g+3=0 g°+29+2=0
(9-1D(9-3)=0 (9+1)°-1+2=0
g=1 v g=3. (g+1)2:_1
Dusy,=A1"+8.3"=4+8-3". (g+1)2 =12

upg=3=>A+B 1=A+B=3() g=-1+i v g=-1-/.

n=-1=2A+B-3=A+3B=-1(@) P i n_3

A+ B2 3 (1) |-1+/]=+2 en arg( IENES %2 )

A+38=-1_(2) Dus u,,=(Acos(%7m)+85in(%7m))-x/§.
—28=4=8=-2(03) Up =22 = (A-1+8-0)-1=A=22 (1)

B)Yin(1)=>A-2=3=A=5.
Dus u, =5-2-3".

D10b = Substitueer u, = g” in u, =9u,_».

ul:1:(A~—%J§+B~%J§)~J§:—A+B:1(2)
Q) in@)=>-22+8=1=8=1+22.

2920 Dus v, = (Zﬁcos(%mrh a +2\/§)sin(%7m))~\/§".

(9 ‘33)(.‘7 +3)=0 D10d & Substitueer u, = ¢” in u, = 6u,_1 —uy_».
= v =-3.

g g 9% -69+9=0

Dus u, =A-3"+8-(-3)". (9-3)g-3)=0

up=5=>A-1+B-1=A+B=5() g9=3 v g=3.

uy=-3=>A-3+B--3=34-3B=-3(2) Dusu,,:(A+Bﬂ)~3".

{A+B: 5 @3 up=5=>A+8-0=A=5(1)

A-B=-1, @ U =18=(A+81)3=18= A+ B=6(2)

2A =4=A=2(4) Min@E)=>5+8=6=>8=1

@in)=>2+B=5=8=3, Dus uy = (5+)-3".

Dus y, =2-3"+3-(-3)".

DIIE X, =3x,1-5y,-11)= x,,1=3x, -5y, 3) en by, 1 =—x, +3x,1 (4.
Yn =Xp_1+ Yn_1 (2) substitueren in (3) = X1 =3x, —5(X,_1 + ¥p_1) = Xps1 =3%, —5x,_1 —5y,_1 ().
@) in (5) = X1 =3%, —Bxy_1 —1- (=X, +3X,_1) = X1 =4X, —8x,_1 = X, =4x,_1 —8x,_2 (6).
Karakt. vergelijking van (6) is g° ~49+8=0=(g-2)° -4+8=0=(g-2)° =4/> = g=2+2/ v g=2-2i.
Dus x, =A-(2+2/)" +B-(2-2/)"
x0=12A41+B-1=A+B=1(@)
W=>x1=31-52=-"T=A-(2+2/)+B-(2-2/)=-7 (8)

A+ B= 1mM2+2/ 2+2NVA+2+2)NB=2+2/ (9)
{(2+2/)A+(2—2/)B=—7 ®) 1 3{(2+2/)A+(2—2/)B:—7 (8
4B= 9+2/ >
B:%+%:% §+%:%—%/ in(7):>A+%—%/:1:>A:%+%/.
Dus x, =(1+2/)-(2+2/)" +(1-27)-(2-2/)" o).
(10) in (3):(%+%/).(2+2/)””+(%—%/).(2—2/)”+1:3((1 i)-@2+2i)" +(3-57) - (2- 2/)”)—5)/,7
Byn=—(L+2/)-(2+2/)" - (2+2))-(3-5/) - (2-2/)" - (2- 2/)+3( 2i)-(2+2i)" +3(1-2/) (2-2)"
Byn=(1+2/)-(2+2))" - (-2-2i+3)+(L-2/)-(2-2/)" - (-2 + 2/ +3)
5y,, (L+2/)-@+2i)" (1-20)+(L-2/) (2-2/)" - (1+2/)
yn=(3+27)-(2+2/)" - (1-2/)+(L-2/)-(2-2/)" - (1+2/)
5y,,:(% /+% 2) (2+2/)”+(%+/—%/+%) (2-2/)"
Byn=(5+2/)-(2+2/)" +(5-3/)-(2-2/)
y,,_(1+% ) (2+2/)" ( %/) (2-2i)"



G32aE
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G33a2

G33bE
G33cE
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G34bE

G&R viveD deel 3
C. vou Schwantzenbeng

12 Complexe getallen gebhuihen
20/2%

Gemengde opgaven 12. Complexe getallen gebruiken

d=1=e

k-
zZ=€

z=1v

k-2ni

2/

5

2ri
z,=e%" v z;=¢€

z=1= el = cos(0) + 7sin(0)

2
z,=eb

4
=T

zy=e5
6
=T

z,=eb

8
=7
Z;=eb

= cos(% )+ /'sin(% )

[ 4 cei 4
—cos(5iz')+/sm(5 )

[ 6 w6
= COS(5IZ') +/sm(5 )

4 _:
5ﬂl

v z,=¢€5

7 8 a8
= cos(5 7r)+/sm(5 )

Hieruit volgt: sin(0)+ sin(% )+ sin(% )+ sin(% )+ sin(% z)=0. _
sin(0)=0= sin(% )+ sin(g )+ sin(g )+ sin(g 7)=0. Z4

Ook geldt: cos(0) + cos(4 ) + cos(E 7) + cos(£ 7) + cos(§ 7) = 0.

cos(0)=1=> cos(% )+ cos(ﬁ )+ cos(é )+ cos(§ z)=-1.

10
Z(S|n(2k”)+cos(2k”) ZSm(Zk”)+Zcos(2k”) 0+0=0.
k=1

(cos(p)+ /'sin(go))8 = cos(8¢) +/sin(8¢), dus TP T
‘si 8 ° 7 6 Nie
cos(8qo)+/sm(8¢):[ J cos®(¢) - (7sin(y)) +( ) cos’ (9)- /sm(go)) ( J cos®(¢)- (/sm(go)) DH_ 71

+(gj - cos(¢)- (7 sm(go)) ( j cos*(p)- (7 sm((o)) [ ) cos3(p)- (7 sm((o))
+(2) -cos?(¢)- (/'sin(go))6 + (7j -cosl(p)- (/sin(go)) + (8) -cos%(¢)- (/'sin(go))
= coss((p) +8/ cos7((p)sin(¢) -28 cosé(qo)sinz((p) -56/ coss((p)sin3(¢) +70 cos4((p)sin4(¢)
+56/ cos’(¢) sin°(¢) - 28 cos? () sin®(¢) - 8/ cos(¢) sin’ (¢) + sin® ()
= cosB(¢) - 28 - cos®(p) sin?(p) + 70cos* (¢) sin* (¢) — 28 cos? (¢) sin® (9) + sin®(p)
+i (87 cos” (¢)sin(p) - 56 cos” (p) sin® () + 56 cos>(¢) sin(¢) ~ Bcos(p)sin’ ().
Dus cos(8¢) = cos®(p) - 28 - cos®(p) sin?(¢) + 70 cos*(¢) sin* () — 28 cos? () sin® () + sind(¢).
Zie 633a: sin(8¢) = 8/cos7(¢)sin((p) -56 cos5(¢)sin3(¢) +56 cos3(¢)sin5(¢) -8 cos(¢)sin7(¢).
(cos(p)+ /'sin((p))8 = cos(10¢) + 7 sin(10¢)
= [18) : coslo(go) . (/'sin(go))o + [1?) : 6059((0) : (/sin((p)):l +o+ (lgj . cosl((p) . (/'sin(¢))9 + (}8) . coso((p) . (/'sin(go))10
cos(10¢) = cos'(p) - 45 - cos®(p) sin(¢) + 210 cos®(¢) sin* () - 210 cos* (p) sin®(p) + 45 cos? () sin®(p) - sin'® ().

i
)
: |
e
i
ta
cH

I | mns o

=)

s

Flokl Flotz Flots
MB1E R B
=Nz=0

z4+42%213=0
(22+1)(22+3):O

22=-1v 7%= 3
2_ .2

z =1

v z2=3/2

zZ=/ v zZ=—[ v Z=7
z4 1473157220
22(22+4z+5):0
z2=0v z°+4z+5=0
z=0 v (z+2°-4+5=0
z=0v (z+2°%=-1
z=0v (z+2)2:/2

z=0v z+42=/ v z+2=—/
z=0v z-24/ v z=-2-1.

3v z=

—i3.
634c= z6-723-8-0
(z3+1)(z3-8)=0
z23=1v 23-38

23 em+k-27c/ v 23:22/\'27;/
7r/+k k-2xi
z= e3 v z=2¢e 3
5./ 2.
= v/ =TT/ 7ﬂ7
z:e3 vz:—lvz:e3 v z=2 v z=2e3" v z=2e3"".
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G350 2

G&R viveD deel 3

z3-97=80
zZ=u+ven —9:—3uvgeef’ru3+v3:80 -
Uit —3uwv =-9 volgt V:%

3
s +(3) =80
3 +27-80 BEE—dwlwET
6 u 3 Az~ 2-2-11/11
u® -80u° +27=0 . 13

D=(-80)2 -4.1.27 =6292 = /D = 2213
o3 = 8042208 _ 40 1113
v3=80-u° =80 (40 +11V13) = 40 - 1113
z=u+v=Y40+11V13 +J40-11/13 =5
~622+182z-40=0
STelz=y—%~—6:y+2
(y+2)°-6(y+2)°2+18(y+2)-40=0
34657 112y +8- 657 —24y —24+18y +36-40=0
y3+6y =20

y=u+ven6=-3uv geeft u> +v3 =20 -
Uit —3wv =6 volgt v:—%

3
03+ (—3) =20
-8 -20 e
6 3 Ans 2,25 252,353
20u -8=0 . 3

D:(—ZO)Z—4-1-—8:432:\/5:12\/5

Re(z)=2=z=2+b/.
f(2+b/')=e%'(2+b/)= =e- eébl.
Dus het beeld van Re(z) =2 is de cirkel

met middelpunt z =0 en straal e,
ofwel de cirkel met vergelijking |z| = e

el +1bi _

Im(z)=7r:>z a+zl.
1
2

1 14

Fla+xzi)= e2 =29 g2
Dus het beeld van Im(z)=r is de halve lijn
met vanaf z =0 die een hoek van %7[ radialen
maakt met de positieve reéle as, ofwel

de halve lijn met vergelijking Arg(z) :%

(a+7r/) 2a+ r

1

EREE SR
ERRE 114'(13))5
| ]

12 Complexe getallen gebhuihen

De staartdeling: z-5/2° - 97-80\z%+5z+16
z3-5272 _
5z2- 9z-80
-92z-80=0 5z2-25z  _

2 _ 16z -80
(z-5)(z°+bz+16)=0 16780
z=5 v z°+5z+16=0 0

_ 5\2 25 _Nnl-

z=5 v (z+§) —7+16—OH25::+16 .75
z=5 v (z+5)2 % .ns TR zo0e
z=5 v (z+5)2 392

z=5 v z+%:%/\/39 v z+%:—%/\/39
z=5 v z:—%+%/ 39 v z:—%—%/\/39.

o= % =10 + 6+/3 is een oplossing
=20-13=20-(10+6v3)=10-6v3

y=ues =10+ 615 - $0- 6 -2 FERET ]
L]

z=y+2=2+2=4
De staartdeling: ~62° +182-40\ 7% -2z +10

z-4/27°

7678 +187-40-0 AL
2 -2z°+18z -

(z-4)(z°-22z+10)=0 2724+ 87 i
z=4 v z2-2z+10=0 10z - 40
z=4 v (z+1)2-1+10=0 10249 -
z=4 v (z+1>=-9

z=4 v (z+1)%=9/2

z=4 v z+1=3/ v z+1=-3/

z=4 v z=-1+3/ v z=-1-3/.

Lo dus Im(z)

635b & De eindpunten van het lijnstuk zun z=-2+57mienz=2+3 fzr is vas’r
— 1.
z=—2+§m:f(—2+§m):e2 (242 ) _ g L+ [ P N
L2+ 1y 1 1 SRR R
Z:2+%7Z'/:>f(2+%ﬂ'/'):ez (2+2m):el+4m:el-e4m /2+ i
Dus het beeld is het lijnstuk onder een hoek van %7: radialen : Fr L 20 2 2m )
maakt met de positieve reéle as tussen de punten die een lzgg%%?ggﬁﬁﬁg
+
afstand tot z = 0 hebben van respectievelijk el :% ene. n

G36a =2

i=1 e2 en op de eenheldscwkel isz=1.¢"
£(2) =In(iz) =In(e™ - /) =In(e=" )+|n(e'¢)

Maar in dit hoofdstuk beperken we ons tot — 7z < Im(7A(2))

(zie bovenaan blz. 145, dus zo gauw Im(7(z))>7 trekken we er 27 vanaf)
Dus het beeld van de eenheidscirkel is het lijnstuk met eindpunten z =-z/ en z = z/.

De figuur staat op de volgende bladzijde.

7[/ +ip= (27r+¢)/.

<.

. 3. 141592654



G36bE

G370 =2

G37b

G38a =2

G38b

G39a2

G39b

G&R viveD deel 3
C. vou Schwantzenbeng

12 Complexe

Re(z):%ﬂ, dus z :%7:+b/ en iz :/'~(%7z+b/):—b+%7z/.
f(%;r+b/):In(/-(%ﬂ'+b/))

=In (—b + %7[/')

[ [ BR -G e

(b:0:>¢:%ﬂen —b—>odang —>0en —bH - —~dan ¢ - 7)

= ln(,l(—b)2 + (%7:)2 ) + In(e/'cf?)

=ln(4/(—b)2 +(%7z)2)+/¢ met —%ﬂ'<¢<%7[.

getallen gebnuiblien
22/24

____________________________

1 ) = 2 1.y 1o In(l 1.
f(27z+0/)—ln(110 +(27r) j+/ 27z—ln(27z)+27n.
i = lﬂ) i (i - l7r) -1z 1+1z 7.1
1. N_e 2y e 27 e 2 4e 2 _egle
cos(s 27[)_ > = 5 =
2/ 7 =2/ 7 -2 2 -1 (e 1o -1 -1 Ay —i 7 Ay -7
: nN_e’ '+e _e?l+e’ _(e+e)(e"-e) _ e +te e —e_o e '+e e'-e _ Neinl/
sin(2r) = 57 =£E = 57 =2 > 5o = 2 > > =2cos(r)sin(r).
Substitueer v, = g" in u, =-4u,_1 +5u,_>. G38c =2 Substitueer u, = ¢" in u, = 8u,_1 —32uy,_>.

9% +49-5=0
(9-1(g+5)=0
g=1 v g=-b

Dusu, =A-1"+B-(-5)"=A+8B-(-5)".
up=1=>A+B-1=A+B8=1(1)
U =5=>A+B -5=A-58=5(2)

A+ B=1 ()
A-58=5 _(2)
68=-4=B8=--24=--2(3

@3) in (1):/1—%:1:/1:1%.
Dus u, =15-£-(-5)".
Substitueer v, = ¢”
9% -6g+9=0

(9-3)g-3)=0
g=3 v g=3.

Dus u, =(A+8n)-3".
ug=6=>(A+8-0)-1=4A=6(1)
u=8=(A+8-2)-3=34+38-8=A4+8-% (2
Win@=6+8=8=5--10

Dus un:(é—%ﬂ)B”.

in u, =6u,_1 -9, >.

In uy, =—uy_1 — Uy_2 + 6 (1) (geldt voor elke n) mag 7 vervangen worden door n—1. Dit geeft v, 1 =—-u, 2 —u,_3+6 (2).

@in M= uy=—(-tp2-Up_3+6)—Uy_2+6
Up =Up_2 +Uy_3— 6- Up_o + 6
Up=Up_3.(A=0,B=0enC =1)

Substitueer v, = ¢”
g” :gn—3

9> =1

93

93

g=¢€
2xi
g=1 v g=e3" v g=e

in U, =u,_3.

—1=0 (karakteristieke vergelijking)
—1=gk2ni

207
k S

4
371'1

9% -8g+32=0

(9-4)%-16+32=0

(9-4)=-16

(g-4)% =16/2

g-4=4/ v g-4=-4/

g=4+4/ v g=4-4/.

|4+ 4] =42 en arg(4-4/) = %ﬂ'.

Dus u, = (Acos(%mr)+ BSI'I"I(%ﬂ'ﬂ)) : (4x/§)n.

ug=5=(A-1+8.0)-1=A=5(1)

uy=28=(A-1V2+ 8 142) 4J2 =28 ofwel
A-IV2+48-28=4+8=7 @

Min@R=>5+B=7=8=2.

Dus uy, = (5 cos(% zn)+ 25in(%7m)) . (4@)’7.



G&R viwo-D deel 3 12 Complexe getallen gebhuihen
C. vou Schwantzenbeng 23/2%

639¢ B u, =A~1”+B~sin(§7m)+€-cos(%7m)
ug=3=>A1+B-0+C-1=A+C=3@)
n=13=41+81B+c.-1=11=24+83-c=3@
W=up=-14-3+6=13=41+8-3B+c--1=11524-83-c=30)

2A+BJ3-C=3 (4 2A+BJ3-C=3 (4 2A-C=3 ()
2A-BJ3-C =3 _(5) 24-8V3-C =3, (5 _A+C=3 ,(3)
283 =0 44 -2C =6 34 =6
B:O 2A—-C =3 (6) A=2in(8)=>2+C=3=C=1
G40aE F(x)=In(l+x)= F(x)= 1+)(27‘()()= (“ Toxy =f"(x )— )32/’ (x)=- +7 =" (x )—(”X)5
) EDHa-n_(n%ot 11 1 £@ (1)“(2 DD 9 1
G406 £(x) = 1+x) Lix —lex lxe (x)= M+xf  A+x? (@+x? (x)
f@)(x):(fl)“-(sfl)!:(71>2~2!: 12 __2 . <4>(X):(71)“*1-<471)!:(71)3-3!: 16 __ :
(1+x)° A+x)®  (A+x)}  (Q+x)®’ (1+x)* P+x)*  Q+x)* 1+x)*"
®) PG (D4 124 _ 24 . %) )" (n-1)!
PO = = oy (1+x>5‘(1+x)5' ............ PO =
640cH £(0)=In(1+0)=0; F(0)=115=1 F/(0)=- 7(1 o= (0)—(1 0)3:
1117 - 11127 _ _ . (n) _( 1) (/7 1)' n-1
£77(0) = — 7(1 o =6 ) = (1+0)5_24, ............ f (0)_7(1 oy =T (-t
G40dE F(x)=7F(0)+7(0)- x+f”(0) +f”’(0) +f’”’(0) ’YT f”’”(O) ... (de formule van Maclaurin) geeft
Inl+x)=0+1.x-1.% +2 ——6 +24 "’ Tt
In(1+x):0+x—x7+ -6- X +24 1).(20+
In(l+x)=x - éx2+éx3 ix4+éx5
640eH x =1geeft In(l+1)=1-1 .12 +1 .13 - %.14%.15—%.1%...
In@)=1-4+1-4+1-1.,
Dusl—%+%—%+% %+...=In(2).
GA0fE Inl+z2)=z- ;22+éz3 ‘1‘24+...
z=-2 geeft In(1+-2)=In(-1)=-2-1.(-2* + 1 (-2* -1 (-* + L - (-2 - L. (-2° +
--2-1.4+1.8-L.16+1.-32-1.64+..

—_2_2_8_4_32_32 ¢g4_
3 5 3 o
Er wordt een steeds groter getal afgetrokken, dus de reeks gaat naar min-oneindig.
Dus de reeks In(1+ z) is niet gedefinieerd voor z = -2.

O z=; Y=;-L1.2,1.,3_1 ;4,15 1,6
GA0g= z =/ geeft In(1+/)=/=5 -/ +3- /" =g /" +5- /" =" +..

2.
1+/=+v2en arg(1+/):l7r:(1+/):x/§~ejm.

; ;,, 12,13 14,15 16,17 18,19
4 = = N = _ 3 2 —_ < S _
Dit geeft In(~N2 -e Sl TR Tl VAR S YAt YAt YAt YA Y
In(v2 )+|n(e4 )—/+%—%~/—%+%~/+%—%/—é+%/+..
1 1_1.1_1 _1. 1 1.1 v
ln(2)2+ = (2 it 8+..)+(1 3t5-7+% L)
Hieruit volgt Lzi=1-14+1_1,1_
4 35 7°9 sinimoSndksind2ns
SrksinlIn-SaEsin
CAnsSrrFrac =16
G41aE Zie het GR-scherm hiernaast. |

G41b 2 De oplossingen van de vergelijking z° =1 zijn de nulpunten van de functie 7(z) = 721

25 ::1::6k~2ﬂ1
z:ek-%m'

27/ A Ly 87
k=0,1,23,4geeftz=1v z=e5" v z=e5" v z=¢5 vz e’ .

2 4 bf 8/
Dus z2 -1isals volgt te ontbinden: z2-1= (z-1)(z- e5m Nz - e5 )(z —es™ )z -e5").



G41cE2

641d

G4le

GAlfE

G4lg

Maak de staartdeling hiernaast of: 7.1/7° SNzt
(z—l)(z4+z3+22+z+1)=z5+z4+z3+22+z—z4—z3—22—z—1=z5—1. z2°-z* _
Uit 641b en G41c volgt dat (voor elke z) geldt PR

29 -1= (z-1)(z- e%”/)(z - e%m.)(z - e%m.)(z - e%m’) =(z- 1)(z4 +23 4+ 2%+ 2+ 1).
Dus (z - e%m)(z - e%m.)(z - e%m.)(z - e%m) =z 23+ 22 v 241

7=1geeft: (1™ )15 Y1-e5™ )1 -e5™) =14 + 13+ 12 +141=5.

Ook geldt 22 1=(z-(z-¢e 57/ Nz - e_%m.)(z -e %m')(z - e_%m'), want

2D 1=k 2 i o 1f —%7;/"

k- 2mi -2/ - -2
=z=¢e 5 (metk=0,-1-2,-3,-4)=z=1v z=¢ 5 v z=¢ v z=e 5 v z=e

. 4 . . .
Dus geldt ook: (1— e 57 )1-e 3™ )1 -e 37 )1- & 5™)=5.
2 i gfri

27 _27 _ 24 27 _24 27 57 -
(1-e5")-(1-e 5)=1-e 5" —5" +e0 =1-(e 75" +&5™)+1=2-2. 222" =2 2cos(¢7).

2-2cos(Zr)=2-2cos(2- L) =2-2(1-2sin(L 7)) =2 -2+ 4sin®(L 7) = 4sin®(L 7) (gebruik cos(24) =1-2sin*(4))

1= e5™ )1 -5 Y1-e5™ Y1 - 5™ Y1 —e 5™ )1-e 5™ )1—e 5™ )1-e 57)=5.5=25

=5 (zie 641d) =5 (zie 641d)
27 _24 L _4A. 67 _4. 87/ _84/
1-e5")1-e 5" )(1-e3")1-e 3" )(1-e3" )1-e 3" )1-e5" )1-e 5" )=25
=4sin?(L7) zie G41e) =4sin’(¢x7) =4sin’(3x) =4sin’(¢7)

4% (sin(Z). sin(Z2) - sin(3£) - sin(45)” - 25

4
sm(%)~snn(2—5”)~sm(%”)-sm(45—”):%z%.
. 2z ;
2™ =1 (i geheel en positief) = z = ek2ml 5 - K
2z Az, LLy} (m-1)2z ;
Dusz=1v z=em v z=em v z=em™ v ..v Z=e m
_2z; _4z; _bx; _(mNez;
Maarook z=1v z=e " v z=e ™ v z=e "™ v ..v Z=e m
S 217 Az j bz} (m-1)2z ;
Hieruit volgt: z™ -1=(z-1)(z-e"' Yz-em Nz-em' )-..-(z-e 7
_(m-2x;

m -2 -4z ~bxj
enz"-1=(z-1)(z-e¢ "' Yz-e¢ "' Nz-€e ™) ..-(z—-e ~m ")
Verder geldt: 2™ —1=(z -1)(z™ L+ zM 2+ M3 4 +1).

m termen
Uit bovenstaande volgt:
2z; 4n; bz (m—l)Z/rl- iy _4x; _bx; *M/ ’
l-en)l-en Yl-em') ...(1-e m ")-(l-e ' )l-e ' )Yl-e ' )-..-(1-e ™ ")=m
= (=ml)2 (m-1)2
2z; _2z; 4z _Azn; bx; _bx; m-l)ex ; _m-l)ex ;
(-enYl-e nYl-en Y- nYl-en'Yl-e n')....(1-e m 'Yl-e m ')=m?
=4sin’(7) =4sin’(37) =4sin® () —4sin?(7 D)
2
4mL.(sin(Z) -sin(2Z) sin(32). .. sin("-DT))” =

(22)/17*1 , (sin(%) : sin(%”) : sin(%’) o sin(@))Z 2

(2’"_1)2 ~(sin(%) : sin(%) : Si”(%ﬁ) o Sm(w))z -

2

2
(sin(%)~sin(%”)-sin(%)~...-sin((’";71)”)) = (2:7_1)2

sin(Z)-sin(2%) - sin(35) .. sin((". D7) = m..



